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离散 数学 是 研究 离散 量 的 结构 及 其 相互 之 间 关 系 的 学 科 , 它 与 当今 计算 机 所 处 理 的 对 
象 相 一 致 . 离散 数学 是 教育 部 2009 年 “高 等 学 校 计 算 机 科学 与 技术 专业 核心 课程 教学 实施 
方案 ”中 8 门 核心 课程 之 一 ,在 专业 教学 体系 中 起 着 重要 的 基础 理论 文 撑 作用 . 

本 教材 自 出 版 以 来 被 多 所 高 校 选 用 , 已 连续 多 次 印刷 ,2012 年 采 地 评 为 首 批 “ 十 二 五 ” 普 
通 高 等 教育 本 科 国 家 级 规划 教材 . 根据 教育 部 通知 要 求 ， 入 选 教材 应 继续 修订 完善 ,及 时 补充 
反映 最 新 知识 .技术 和 成 果 的 内 容 , 与 时 俱 进 , 在 原 书 的 基础 之 上 将 初等 数论 知识 融入 在 第 1 
音 和 第 2 章 , 加 强 了 内 容 的 历史 发 展 和 进一步 竺 思考 问题 的 概要 说 明 ,并 做 了 如 下 改动 . 

(1) 在 第 1 章 中 加 入 了 数论 中 的 基本 内 容 , 如 素数 、 素 因数 分 解 . 模 运算 、 最 大 公 因 数 、 
最 小 公 倍 数 和 欧 拉 函 数 等 .同时 还 给 出 了 常见 的 证 明 方 法 :直接 法 、 举 反例 法 、 数 学 归纳 法 
和 反 证 法 等 . 

(2) 在 第 2 革 中 ,将 整数 集合 ZZ 上 的 整除 、 模 同 余 关 系 作 为 Z 上 的 关系 很 自然 地 引入 ， 
同时 还 介绍 线性 同 余 方程 或 线性 同 余 方程 组 . 

(3) 由 于 教学 时 数 和 多 数学 校 的 教学 现状 ,精简 了 代数 结构 内 容 . 

(4) 由 于 组 合计 数 在 算法 分 析 和 设计 中 的 重要 性 ,组 合计 数 是 离散 数学 课程 实施 方案 
中 的 核心 知识 单元 ,属于 必 学 内 容 , 增 加 "组 合计 数 ” 一 章 . 

(5) 新 增 每 章 小 结 内 容 . 

(6) 与 本 教材 配套 的 《离散 数学 习题 解答 (第 3 版 )) 每 章 新 增 自 测 题 及 习题 解答 . 

本 着 离散 数学 为 计算 机 其 他 专业 课程 ,如 数据 结构 .操作 系统 .计算 机 组 成 原理 .数据 库 
原理 .算法 设计 与 分 析 、 编 译 原 理 .软件 工程 .计算 机 网 络 及 人 工 智 能 等 的 学 习 提 供 必 要 数学 
基础 的 原则 ,同时 考虑 到 大 多 数 高 校 教 学 学 时 数 的 安排 ,本 书 共 分 8 章 ,分 别 介绍 集合 、 映 射 
与 运算 ,关系 ,命题 逻辑 ,谓词 逻辑 ,代数 结构 ,图 论 以 及 几 类 特殊 的 图 和 组 合计 数 . 全 书 以 
集合 .映射 .运算 和 关系 为 主线 ,使 全 书 内 容 联系 紧密 ,具有 较 强 的 逻辑 性 . 每 节 都 有 精 选 习 
题 ,书后 有 习题 答案 及 提示 . 各 章 之 间 的 联系 如 下 图 所 示 : 


第 6 章 图 论 
第 于 章 谓词 逻辑 第 7 章 几 类 特殊 的 图 


通过 这 些 内 容 的 学 习 , 以 培养 学 生 抽象 思维 能 力 ( 包 括 符 号 抽象 和 计算 抽象 )、 严 密 的 逻 
辑 思 维 能 力 以 及 计算 思维 (computational thinking) 能 力 ,能 够 将 计算 机 作为 认 知 工具 , 按 计 


Re 


算 机 方式 求解 问题 . 

本 书 讲授 约 需 72 评 时 ( 见 下 表 ) ,根据 教学 课时 以 及 学 生 具 体 情 况 , 对 于 第 4 章 、 第 5 章 
和 第 8 草 内 容 可 适当 删 减 ( 第 1 草 最 后 两 他、 第 2 草 最 后 两 节 也 可 考虑 适当 删 减 ) ,可 讲授 
50 学 时 左右 . 适当 增加 部 分 内 容 或 加 强 习 题 训练 ,可 作为 90 学 时 教材 使 用 . 在 学 习 过 程 
中 , 若 能 结合 本 书 配套 的 《离散 数学 习题 解答 (第 3 版 )) 学 习 , 则 能 起 到 举一反三 、 加 深 课 本 
内 容 学 习 和 理解 的 作用 . 

学 时 数 安排 表 
节 的 学 时 数 

2 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 二 9 

2 本 22 二 1 

2 

2 ls 

2 十 2 十 2 十 2 一 8 

2 


1 十 1 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 十 1 王 10 
2 十 2 十 2 二 6 


姓 


co ~ 人] 咬 轴 上 上 片 四 已 考 


在 学 习 过 程 中 ,请 查阅 有 关 网 络 教 学 资源 : 

(1) Kenneth H. Rosen website: http://www. mhhe. com/rosen. 

(2) ArsDigita University: http://aduni. org/ coursesy/ discrete/ index. php? view=cw. 

(3) Harver Mudd College: 

http://www. infocobuild. com/education/learn-through-videos/mathematics/ discrete- 
mathematics. html. 

(4) MIT(Massachusetts Institute of Technology): 

http://ocw. mit. edu/ OQcwWeb/ Electrical- Engineering-and-Computer-Science/ 6-042JFall-2005/ 
CourseHome/ index. htm. 

(5) www. izhixue. cn. 

教材 建设 是 一 项 长 期 的 艰 苗 过 程 ,由 于 编者 水 平 有 限 , 缺 点 和 玲 漏 在 所 难免 , 尽 请 大 家 
不 将 指正 并 提出 宝 贯 修 改 意 见 , 以 便 不 断 改进 和 完善 ,作者 万 分 感激 . 欢迎 索取 教学 用 PPT 
素材 和 考试 用 20 套 考试 用 套 题 (huiwend@ swu. edu. cn). 

感谢 重庆 市 2013 年 高 等 学 校 教 学 改 蛙 人 研究 项 目 ( 编 号 : 133013) 资 助 . 


编 者 
2013 年 10 月 


-人 
1.1 集合 的 有 关 概 念 pp 


一 王 二 王 
Oo ND 


1. 
1. 
n 
1. 笛 卡 儿 积 
习题 1. 1 …… 


ee 
本 


1.2.4 复合 映射 


所 
1.4 ee 


1. 4. 
1. 4. 
1. 4. 
1. 4. 
1. 4. 
习题 1.4 eos...。 


必 CD ND Cb 一 


Wn 


Ol 


.5.1 tg OT PO RO TPE OE 


可 题 1.5 
1.6 集合 的 对 等 pp 
1.6.1 集合 对 等 的 定义 
人 


和 


~ 二 二 


Co OO G CO CO 


CO gg En 0 DD DD DD DD RN 已 瑚 六 上 二 二 
DO Mp OO OO Go ~ 上 ] 中 上 IN 局 一 OO co co WN OO 


1. 6. 
1. 6. 
1. 6. 
习题 1.6 


心 “nm 


OO» ol 


ERT 
a 
证 
二 


本 童 小 结 PE EP EE OER I OA EE Op ET 


2.1. 
-A 


n 元 关系 的 定义 
2 元 关系 
2.1.4 关系 的 表示 ……… 


习题 2.1 


1 
a 
4 soo ooo oes. 


本 


RE 
:本 -本 
:时 二 
二 和 
运 


2.2.4 关系 的 其 他 
习题 2. 2 “se 


一 一 OO 


a 


2. 3. 
2. 3。 


2. 3. 


习题 2. 3 


| 


a 


CoO ~] OO 二 CD 以 


-OO 
习题 D 4 
2.5.1 等 价 关 系 的 定义 pe ee 


习题 2.5 


Co 


Ol CI CI Ol Ol Ol Ol Ol Ol Ol Ol CI 


OO 
OO ‘CO 


OO 
本 


NV. 


EE 
0 


2.7 偶 序 关系 … 


2.7.2 偏 序 集 的 哈 斯 图 ppp 


2.7.3 偏 序 集中 的 特殊 元 素 - 
习题 2 7 .oosoeooeoos。 
本 章 小 结 


3 .1 命题 的 有 关 概 念 
M3 
3.2 逻辑 联结 词 避 oooeocesessesoees 押 oot 


人 否定 联结 词 了 p 
合 取 联结 词 p 人 gq 
析 取 联结 词 pVg 
下 二 人 ed 
st 
与 非 联结 词 p 人 q 
或 非 联结 词 p Y d 


网 由 
~ CO DD 二 


‘OO O00 ~ DH i 


习题 3.2 
3.3 ”命题 公式 及 其 真 值 表 … 
3.3.1 命题 公式 的 定义 ， 


:要 :到 


3.3.3 命题 公式 的 真 值 表 . 
3. 3. 4 Peete 
了 习题 3 3 .…………………. 
3. 4 人 0 


3. 4. 3 等 值 演 算法 pp 


3.4.4 对偶 原理 
习题 3.4 ov。 
3.5 命题 公式 的 范式 … 


CO 


条 件 否 定 联 结 词 se 


Co 


OO 
Ol CI Ol Ol vl 


Co 


.1 I 式 的 析 取 范式 及 合 下 范式 。 0 


OO 


‘OO ‘OO SS ‘OO ‘OO co co co OO 
上 > 0 CC co ~ 


.» 094 


3.0 


a 
ng 


3.6.2 功能 完备 联结 词 集 … 


习题 3. 6 … 


3.14 


命题 逻辑 中 的 推理 


3.7.1 推理 形式 有 效 性 的 冠 允 :pp 
3.7.2 基本 推理 规则 … 
3.7.3 命题 逻辑 的 自然 推理 系统 .pp 


习题 3. 7 ……… 


这 


第 4 章 谓词 逻辑 :pp 
个 体 . 谓词 .量词 和 函 词 pp 
4.1.2 谓词 pp 


4. 1] 


习题 11 . 


4. 2 


谓词 公式 及 命题 的 符号 化 
4.2.1 谓词 公式 … 


4.2.2 命题 的 符号 化 


习题 4.2… 


4.3 


谓词 公式 的 解释 及 类 型 
4.3.1 谓词 公式 的 解释 … 
4.3.2 谓词 公式 的 类 型 … 


习题 4. 3 … 


4. 4 


逻辑 等 值 的 谓词 公 
4.4.1 谓词 么 pe 


4.4.2 基本 等 值 式 ee 


习题 4.4… 


4.5 


谓词 公式 的 前 束 范 式 的 定义 … 


谓词 公式 的 前 束 范式 . 
1 
2 谓词 公式 的 前 束 范 式 的 计算 … 


习题 4. 5 .……………………. 


4.0 


ee 


4.6.3 谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 .… 


习题 4. 6 … 


。 如 。 


本 曹 小 结 … e137 


两 | ee Se a 
5.1.2 两 种 最 简单 的 代数 结构 : 半 群 及 独 异 点 … 4 
5.1.4 代数 结构 的 同 态 与 同 构 生 pp 42 
6.2 ee RE 


4 有 限 域 …。 


mn a on 


| 


习题 5 
5.4 赂 与 布尔 代数 ， 
5.4.4 布尔 代数 :pp 160 


| 一 ”| 一 
:| ON I OO CI Ol 
CY 


| 
小 


Ol 


poh 
CO 


-一 
Co 


。\| 。 


和 


6.3.3 图 同 构 … 


习题 6. 3 … 


0. 4 


习题 6. 4 … 


0. 9 


0. 0 


图 的 连通 性 . 


6.5.1 无 回 图 的 连通 性 … 


6.5.2 无 器 连通 图 的 点 连通 度 与 边 连通 


nd 
习题 6. 5 
fr 
本 本 
的 寺村 本 本 
6.6.3 图 的 关联 矩阵 :pp 


J 


G4 


6.7.1 赋 权 图 … 
6.7.2 最 短路 径 … 


习题 6.7 … 
本 章 小 结 


第 7 章 几 类 特殊 的 图 … 


1.1 


欧 拉 图 . 
7.1.1 欧 拉 图 的 有 关 概 念 … 
7.1.2 欧 拉 定理 … 


7.1.3 中 国 邮 递 员 问题 pp 


习题 7. 1 … 


1.2 


哈密 尔 顿 图 : 


本 
人 


7.2.4 旅行 商 问题 … 


习题 7. 2 … 


LE 


度 


有 
本 有 
要 
和 


178 


182 


* 187 


200 


7.3.4 最 小 生成 树 … 
习题 7. 3 … 
7.4 有 问 树 

人 


2 
7.4.3 m 叉 树 
4 ”有 序 树 …… 
7.4.5 定位 二 又 树 … 


~] ~] ~ 
OI Ol Ol ol 


ee 
习题 7. 5 …….…。… 
7.6 平面 图 的 面 着 色 . 


本 


7.6.2 图 的 节点 着 色 … 
7.6.3 任意 图 的 边 着 色 … 


7.7.1 二 部 图 :pp 
习题 TT 
OE ERO OO OO EE 


第 8 音 和 章 组 合 计数 … “8 和 
8.1 计数 原理 .排列 组 合 与 二 项 式 定理 pp 


8.1.1 计数 原理 … 


8.1.3 组合 
习题 8 1 


8. 2 生成 国 数 . 人 
8.2.1 组 合计 数 生成 图 数 … 
8.2.2 排列 计数 生成 函数 … 

习题 8. 2 … 

8.3 递归 关系 
8.3.1 递归 关系 的 概念 … 


有 问 树 的 定义 … oo eo oo ee 


4 


8 3.2 党 用 的 道 归 关 系 求 解 方法 ooeeeoeeseeeeoeeesoeeesseoseosooseeoeosoossosooseess 


习题 8. 3 .……………. 


本 曹 小 结 … 站 pp 


呈 


第 1 章 集合 .映射 与 运算 


合 是 现代 数学 的 最 基本 概念 , 映 财 是 现代 数学 的 基本 概念 ,运算 本 质 上 就 是 映 财 ,其 
基本 内 容 在 中 学 已 出 现 . 由 于 信息 科学 很 多 理论 人 研究 和 应 用 研究 神 与 集合 .映射 和 运算 有 
天 ,需要 进一步 较 系 统 . 深 人 地 学习 集合 .映射 和 运算 的 有 关内 容 . 

集合 .映射 .运算 和 关系 是 贯穿 于 本 书 的 一 条 主线 ,它们 可 使 离散 数学 内 容 不 离散” 


1.1 集合 的 有 关 概 念 


1.1.1 集合 


现代 数学 均 建 立 在 集合 基础 之 上 ,集合 已 渗透 到 上 自然 科学 以 及 社会 科学 的 各 个 研究 领 
域 . 集合 是 表示 (离散 ) 对 象 的 数学 工具 . 在 非 数 值 信息 的 表示 及 处 理 中 ,可 以 依 助 于 集合 
去 实现 数据 的 表示 删除、 插入、 排序 以 及 摘 述 数据 间 的 关系 ,在 程序 设计 数据 结构 数据库 
和 软件 工程 等 课程 中 会 经 常用 到 . 

众所周知 ,集合 论 创 始 人 德国 数学 家 G. Cantor(1845 一 1918) 在 讨论 函数 项 级 数 的 收敛 点 
问题 时 定义 了 集合 . 根据 G. Cantor 的 朴素 集合 论 观点 ,集合 (set) 是 具有 某 种 特定 性 质 的 对 象 
汇集 成 的 一 个 整体 ,其 中 的 每 一 个 对 象 都 称 为 该 集合 的 元 素 (element) ,如 班 上 的 所 有 男生 就 组 
成 一 个 集合 . 我 们 把 一 些 特定 对 象 看 作 一 个 整体 就 是 一 个 集合 ,尽管 这 种 理解 存在 不 足 之 处 . 

数学 上 第 用 一 对 大 括号 { } 表 示 一 个 整体 . 

在 讨论 集合 时 ,应 该 先 指 定 所 讨论 的 范围 ,这 是 避免 在 集合 论 中 
出 现 东 些 导 论 的 最 好 方法 . 所 指定 的 范围 本 号 就 是 一 个 集合 , 称 为 @* 
全 集 (universal set), 有 了 时候 称 为 论 域 ,用 U 表示 . 在 男 文 氏 (John 
Venn,1834 一 1923) 图 时 ,用 一 个 矩形 框 表示 ,如 图 1-1 所 示 . 图 1-1 

集合 通常 用 大 写字 母 A,B,C,D 等 表示 . 

给 定 一 个 集合 ,比如 A, 对 于 全 集中 的 任意 元 素 x, 有 且 只 有 下 述 两 种 情形 出 现 : 

(1) 奋 工 是 A 中 的 元 素 , 则 称 xz 属 于 A, 记 为 XE A; 

(2) 右 工 不 是 A 中 的 元 素 , 则 称 xz 不 属于 A, 记 为 z&A. 

显然 ,这 样 的 集合 A 有 一 个 明确 的 边界 . 

思考 ” 班 上 的 所 有 高 个 子 同学 看 作 一 个 整体 时 是 一 个 模糊 集合 (fuzzy set) ,你 能 想 
出 描述 它 的 方法 吗 ? 

常见 的 数 的 集合 (用 正 黑 体 字 母 表 示 ) 有 : N 是 自然 数 集合 ,包括 数 0;N+ 是 正 整数 集 
合 ;Z 是 整数 集合 ( 正 整 数 集合 也 可 以 记 为 Z7 );Q 是 有 理 数 集 合 ;R 是 实数 集合 ;C 是 复数 
集合 ;QZ = 二 {10, 1,2,…, m 一 1). 

下 面 介 绍 系数 集合 了. 

对 于 任意 整数 mx 和 , 硅 存 在 整数 g, 使 得 nn 二 qm, 则 称 m 为 n 的 因数 (divisor), 又 称 m 
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整除 (divides)n 或 n 被 m 整除 , 记 为 mln( 与 中 学 要 求 m 关 0 不同 ). 于 是 ,6 和 一 6 的 因数 
有 1, 一 1, 2, 一 2, 3, 一 3,6, 一 6, 特 别 地 ,216, 一 216, 2|1 一 6, 一 2| 一 6. 任意 整数 都 是 
0 的 因数 , 即 对 于 任意 mr EZV, 有 ml0. 对 于 任意 正 整 数 n, 用 D, 表示 nn 的 所 有 正 因 数组 成 
的 集合 ,于 是 Di, 二 {1, 2, 3, 4, 6，12). 

对 于 大 于 1 的 正 整数 p, 若 D, 二 {1, p), 即 p 的 正 因数 只 有 1 和 pp, 则 称 为 素数 
(prime) ,否则 称 p 为 合 数 (composite number). 素数 又 称 为 质数 . 1 既 不 是 素数 也 不 是 合 
数 . 最 前 面 的 10 个 素数 为 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 

检查 一 个 大 于 1 的 正 整 数 是 否 为 系数 称 为 系数 测试 . 系数 测试 不 仅 具 有 重要 的 理论 总 
义 , 而 且 在 计算 机 密码 学 中 具有 十 分 重要 的 应 用 价值 . 大 n 是 合 数 , 则 存在 a 和 2 使 得 n= 
ab,1 二 a 二 n,1 二 bn. 于 是 a 和 6 中 必 有 一 个 小 于 等 于 Yn . 因此 ,要 检查 是否 为 素数 ,只 
需要 检查 n 是 否 有 一 个 小 于 等 于 Vn 的 大 于 1 的 因数 即 可 . 根据 此 结论 ,可 以 编写 一 个 程序 
以 检验 给 定 的 正 整 数 是 否 为 素数 . 

当 7 为 合 数 时 , 即 n= 二 ab ,1 二 a 二 n,1 二 6 二 n, 有 1 二 2 一 1 二 2* 一 ] 有 2* 一 1 二 (2°)* 一 1], 
容易 验证 Xx” 一 y= 二 (zx 一 y) (ze 十 Xx” yy 十 一 十 y” ), 进 而 2 一 112* 一 1, 因 此 2* 一 1 是 合 
数 . 当 nn 为 素数 时 ,2 一 1 二 3,2; 一 1 二 7,25 一 1 二 31,2’ 一 1 二 127 都 是 素数 ,2 一 1 王 2047 王 
23 X89 是 合 数 . 对 于 素数 p,2? 一 1 称 为 Mersenne 数 . 到 2016 年 为 止 ,美国 Curtis Copper 
教授 利用 GIMPS(Greatest Internet Prime Mersen Search) 分 布 式 计 算 项 目 找 到 了 第 49 个 
Mersenne 素数 是 2 一 ] ,这 个 数 有 22 338 618 位 。 读 者 也 可 以 加 入 到 Mersenne 素数 
寻找 的 行列 中 (www. mersenne. org/prime. htm) ,也 许 会 在 15 分 钟 内 成 为 名 人 . 

表示 集合 的 常用 方法 有 下 面 几 种 . 

(1) 列举 法 ”将 集合 中 的 元 素 按 一 定 规律 列举 出 来 ,元 素 之 间 用 去 号 隅 开 , 如 小 于 
10 的 偶 目 然 数组 成 的 集合 为 410,2,4,6,8}), 目 然 数 集合 N 王 140，1，2，3，…)Z 一 人 (…， 一 3， 
一 2, 一 1，0，1，2，3,…}. 这 种 表示 方法 适用 于 元 素 个 数 有 限 或 元 素 出 现 的 规律 性 很 强 
(元 系 可 列 ) 的 集合 . 

注意 所 有 素数 组 成 的 集合 卫 在 理论 上 可 用 列举 法 表示 ( 见 第 1.6.4 节 可 数 集合 )， 
但 由 于 素数 有 无 限 多 个 且 尚 未 找到 其 出 现 规 律 , 用 列举 法 表示 在 实际 操作 时 存在 一 定 
困 难 . 

(2) 描述 法 ”这 种 方法 用 得 最 多 , 它 只 需 把 集合 中 元 系 满 足 的 条 件 描述 出 来 即 可 ,一 般 
形式 是 {x1zx 满足 的 条 件 }. 例如 ,小 于 10 的 偶 目 然 数组 成 的 集合 可 表示 为 {x1x 是 目 然 数 且 
Z 是 偶数 有 旦 xz 小 于 10}. 

鉴于 递归 (recursive) 法 在 本 书后 面 章节 的 讨论 中 要 用 到 ,如 合式 公式 (WFF) 的 定义 ， 
更 主要 的 是 这 种 定义 方法 在 研究 递归 因数 .程序 设计 中 四 数 的 递归 调用 以 及 算法 的 递归 实 
现 等 内 容 时 的 重要 作用 ,下 面 简单 介绍 递归 法 ,又 称 为 归纳 (inductive) 法 一 . 

大 家 知道 ,许多 现象 的 变化 呈现 出 前 因 后 果 联 系 , 即 现象 的 变化 结果 与 其 前 面 的 一 个 或 
几 个 结果 密切 相关 . 第 说 的 “知道 他 的 过 去 ,就 知 站 他 的 现在 ; 知 站 他 的 过 去 和 现在 ,就 知道 
他 的 将 来 ”, 体 现 的 正 是 递归 的 思想 . 

一 般 来 说 ,如 果 一 个 问题 可 以 归结 到 其 前 面 一 个 问题 或 前 面 一 些 问题 ,这 就 是 递归 问 
题 ,递归 (recurrence) 又 称 为 递 推 ， 

可 以 用 递归 法 定义 集合 . 
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(3) 递归 法 ”首先 给 出 这 个 集合 的 初始 元 素 ; 然 后 给 出 由 集合 中 已 知 元 和 素 构 造 其 他 元 
素 的 方法 ;最 后 强调 ,有 限 次 使 用 前 面 的 步骤 得 到 的 元 素 是 集合 中 仅 有 的 元 系 . 

【 例 1-1】 自然 数 集合 N 可 以 递归 定义 如 下 : 

首先 ,0EN; 

其 次 , 奇 nEN, 则 的 后 继 n 十 1 EN; 

最 后 ,有 限 次 使 用 前 面 的 步骤 得 到 的 元 素 是 集合 N 中 仅 有 的 元 素 . 

集合 的 递归 定义 中 ,最 后 步骤 很 重要 , 它 强 调 除 有 限 次 使 用 前 面 的 步骤 得 到 的 元 系 是 集 
合 中 元 素 外 ,不 含有 别 的 元 素 . 不 过 ,请 大 家 注意 递归 或 递 推 和 和 迭代 的 区 别 及 联系 中 

在 计算 机 科学 中 ,还 可 以 用 别 的 方法 定义 集合 ,例如 定义 一 种 程序 设计 语言 的 语法 时 党 
采用 的 BNF 范式 法 等 (参见 编译 原理 课程 ). 

若 集 合 A 是 有 限 集合 , 则 用 |A4A| 表 示 集 合 A 中 的 元 素 个 数 , 它 与 函数 项 级 数 收敛 点 的 
多 少 密切 相关 . 在 中 学 使 用 的 记号 是 card(A). 

需要 注意 的 是 ,集合 中 的 元 素 可 以 是 任意 对 象 ,如 元 素 本 映 又 可 以 是 集合 等 . 例如 A= 
{a,{a,b},b,c) ,这 时 |A|= 二 4, 即 A 中 有 4 个 元 素 , 分 别 是 a,{a,b}) ,b,c. 

思考 ”所 有 不 以 目 身 为 元 素 的 集合 能 构成 集合 吗 ? 

这 是 一 个 著名 的 罗素 (B.A. M. Russell) 屠 论 . 该 集合 悖 论 的 出 现 引发 了 数学 的 第 三 
次 危机 . 所 谓 悖 论 , 就 是 逻辑 上 不 一 致 .假设 存在 这 样 的 集合 A 二 {XI1XKX), 则 无 论 AEA 
或 AEA 都 是 矛盾 的 . 避免 这 种 悖 论 的 方法 是 指定 全 集 外 ,这 就 是 强调 全 集 的 重要 性 . 而 信 
奶 科 学 中 出 现 的 集合 不 会 有 尾 论 ,因此 本 书 不 讨论 公理 化 集合 论 . 

在 没有 特别 说 明 的 情况 下 ,集合 之 间 的 元 素 是 没有 次 序 的 ,前 面 的 集合 A 也 可 以 记 为 
A 二 {a,b,c,{a,0}} 等 .注意 ,程序 是 有 序 集合 . 同时 , 若 没 有 特别 说 明 ,所 讨论 的 集合 不 是 多 
重 集 , 即 集合 中 的 元 素 原 则 上 不 重复 ,所 以 集合 {a,{a,b} ,6,6b,c) 就 是 集合 A. 

石 集合 A 中 有 两 个 a 元 素 ,五 个 4 元素 ,无限 多 个 c 元素, 则 A 是 可 重 集 ,这 时 A 可 以 
表示 为 A 二 {2。a,5。b,co。c}). 可 重 集 在 讨论 组 合计 数 时 经 常用 到 . 

把 不 含有 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 (empty set) , 记 为 如 或 { }. 


1.1.2 子 集 


一 般 来 说 ,集合 的 子 集 比 其 本 上身 要 "小 "一些 . 

【定义 1-1】 给 定 两 个 集合 A 和 B, 硅 A 中 的 任意 元 素 都 属于 B, 则 称 A 是 B 的 子 集 
(subset) ,或 称 A 包含 在 B, 或 称 B 包含 A, 记 为 ACB, 如 
图 1-2 所 示 . 1 

厂 A 不 是 B 的 子 集 ,这 时 集合 A 中 至 少 有 一 个 元 素 不 
了 Gy 

显然 有 下 面 的 定理 . 

【定理 1-1】 对 于 任意 的 集合 A, 有 所 SA. 

各 两 个 集合 A,B 有 完全 相同 的 元 素 , 则 称 这 两 个 集合 图 1-2 
相等 , 记 为 A==B. 

我 们 有 下 述 结论 . 


【定理 1-2】 设 A,B,C 是 任意 集合 ,下 列 结论 成 立 . 

(1) ACA, 

(2) 奇 ACB 有 是 BCA, 则 A=B， 

(3) 若 ASEB 且 BESEC, 则 ASC. 

我 们 知道 ,上 述 定 理 中 结论 (2) 的 逆 也 成 立 ,这 就 是 定理 1-3. 

【定理 1-3】 A==B 的 充 要 条 件 是 ACB 且 BCA. 

该 定理 是 证 明 两 个 集合 相等 的 基本 方法 . 

【定义 1-2】 各 ASB 有 上 且 A 和 了 B, 则 称 A 是 忆 的 真子 集 (proper subset), 记 为 ACB. 

需要 注意 "E ”与 “和 ”的 区 别 , 前 者 讨论 的 是 元 素 与 集合 的 关系 ,后 者 讨论 的 是 集合 与 
集合 的 关系 ,参见 下 面 的 例子 . 

【 例 1-2】 设 A,B,C 是 任意 集合 , 奢 ASCB,BEC, 是 否 必 有 有 ACC? 

解 ” 不 成 立 . 例 如 ,A 二 {a,b},B= 二 {a,b,c} ,C= 二 人 a,{a,b,c}), 这 时 有 ACB,BEC, 而 
因为 6 儿 C, 所 以 结论 不 成 立 . 

注意 ”在 很 多 情况 下 ,可 以 直接 根据 已 知 条 件 得 出 结论 ,但 对 于 有 些 问题 的 讨论 , 举 反 
例 是 一 种 最 具 说 服 力 的 方法 . 


1.1.3 帘 集 
为 P(X), 即 


P(X)={A|ACX) 

P(X) 也 可 以 记 为 2 ,这 种 记 法 与 下 面 的 定理 1-4 有 一 定 的 关系 . 

【 例 1-3】〗】 设 XX={a,{a,b)), 计 算 P(X). 

解 X 的 子 集 有 : 空 集 儿 ;由 一 个 元 素 构 成 的 子 集 {a},{{a, 5)); 由 两 个 元 素 构 成 的 子 
集 {a,{a, 5b}). 于 是 P(X)={B,{a},{{a, 6}},{a,{a, 6}}}. 

【定理 1-4】 若 |X|==n, 则 |P(X)|==2. 

证 是 X 的 一 个 子 集 ;由 XX 中 一 个 元 素 构 成 的 子 集 有 Ci 个 ;由 X 中 两 个 元 素 构成 
的 子 集 有 C; 个 ;…; 由 XX 中 一 1 个 元 素 构 成 的 子 集 有 Co 个 ;由 X 中 ?个 元 素 构 成 的 子 
集 有 C’ 个 .因此 ,由 加 法 原理 和 二 项 式 定理 知 X 的 子 集合 共有 

1 二 GG 十 十 一 十 C1! 十 Cr == (1 十 1)* = 2*( 个 ) 
上 述 定理 也 可 以 用 乘法 原理 很 方便 证 得 ,见习 题 1. 1. 


1.1.4 nn 元 组 


下 面 用 最 俐 洁 方 式 介 绍 n 元 组 . 

【定义 1-4】 论 域 U 中 选取 的 nn 个 元 了 zi ,zxs，… ,Xx 按照 一 定 顺 序 排列 ,就 得 到 一 个 
n 元 有 序 组 ,人 简称 nn 元 组 (ordered 2-tuple) , 记 为 (zz 和 …z) 或 (Zi TI). 

在 不 强调 排列 的 元 系 个 数 时 ,可 以 简称 元 组 . 

线性 代数 中 的 n 维 癌 量 是 元 组 ,及 个 元 素 的 字符 串 是 元 组 .n 元 组 (x ,x ，*… ,XX,) 
中 ,x; 称 为 第 i 分 量 或 第 i 位 置 元 系 (1 二 i 二 nn), 它 本 时 又 可 以 是 集合 . 

平面 直角 坐标 系 中 任意 一 个 点 用 2 元 组 表示 ; 空间 和 直角 坐标 系 中 任意 一 个 点 用 3 元 组 

天 二 二 


表示 . 

n 元 组 在 数据 结构 中 是 一 个 线性 表 、 栈 或 队列 ,在 数据 库 中 是 一 条 记录 ,如 ( 张 三 , 男 ， 
19, 重 庆 ). 

显然 ,两 个 nn 元 组 (zi ,zs，… ,x ) 和 (yi ,ys，…，,y,) 相 同 的 充 要 条 件 是 其 对 应 的 分 量 或 
坐标 相同 , 即 z; 一 ,1 三 in. 

一 般 来 说 ,(z,y) 关 (y,x). 例如 2 元 组 (2, 3) 和 (3, 2) 是 不 相同 的 ,这 一 点 可 以 在 平面 
直角 坐标 系 下 耳 观 地 看 出 .同时 ,((a,6),c) 是 2 元 组 , 它 与 2 元 组 (a,(b,c)) 是 不 同 的 . 

通 篆 把 2 元 组 称 为 有 序 对 或 序 偶 (ordered pair). 


1.1.5 笛 卡 儿 积 


给 定 一 些 集合 ,可 以 按 下 列 方式 构造 出 “新 ”的 集合 . 

【定义 1-5】 设 Ai,A,,…,A, 是 集合 , 称 集合 {(ziyze，…z)|zEAi 一 1,2， 7) 
为 Al ,A,,…,A, 的 笛 卡 儿 积 (CCartesian product) 、 直 积 (product set) 或 称 为 叉 积 (cross 
product) , 记 为 AXA,X…XA,. 

解析 几何 之 父 稍 卡 儿 (CR. Cartesian,1596 一 1650) 是 法 国 数学 家 ,“ 我 思 故 我 在 ”和 “ 越 学 
习 越 发 现 上 自己 无 知 ? 是 他 的 名 言 . 

由 定义 可 知 ,和 华 卡 儿 积 是 一 个 集合 ,该 集合 中 的 元 素 是 n 元 组 .为 了 方便 ,将 


个 
AXAX.…XA 记 为 A". 
【 例 1-4】〗】 设 A={a,6b},B= 二 {1,2),C 二 (名), 试 分 别 计算 AXB,BXA,BXC 和 A Xx 
BxC. 
解 AXB={(a,1),(a,2),(6,1),(0,2)} ,BXA={(1,a),(2,a),(1,6),(2,5)}, 
BXC={(1,2), (2,@2)}, 
AXBXC={(a, 1, 8),(a, 2, O), (6b, 1, O),(b, 2, CO)). 
根据 定义 有 AX 名 = 二 XA=2 ,一 般 来 说 AXB 关 BXA. 
利用 乘法 原理 ,容易 证 明 : 
【定理 1-5】 若 |A|==m,1B|==n, 则 |AXB|=mn. 


站 题 1.1 


1. 用 列举 法 表示 下 列 集合 : 

(1) {zlzER,zz 一 5z 十 6 一 0 ) ; 

(2) (2z|zEN}. 

2. 写 出 35 的 所 有 因数 集合 及 D;;. 

3. 比较 集合 多,{ 名 } 和 {{ 名 })} 的 不 同 之 处 . 
4. 判定 下 列 断 言 是 否 成 立 ,说 明理 由 : 

(1) BG 8; 

(2) GB EY; 

(3) ZG CS{8}; 


(4) GS E {GG}. 

5. 设 A 和 B 是 集合 , 试 举 出 使 AEB 日 A CB 同时 成 立 的 例子 . 

6. 对 于 任意 集合 A,B,C, 判 定 下 列 断 言 是 否 成 立 ,说 明理 由 : 

(1) 若 ASB 且 BEC, 则 ACEC; 

(2) 和 若 ASEB 且 BEC, 则 ASC; 

(3) 若 AEB 且 BEC, 则 AEC; 

(4) 若 AEB 且 BEC, 则 ASC. 

7. 分 别 计算 : 

(1) PCP( 亿 ) ); 

(2) Pi{as 5 

3) Pliiusbset}). 

8. 试用 乘法 原理 证 明定 理 1-4. 

9. 证 明定 理 1-5 

10. 设 A=={a,b) ,B= 二 {1,2,3), 试 分 别 计算 . 
AXA,AXB,BXA,AXBxA,(AxXB)xA 

11. 对 于 任意 集合 A,B,C, 由 AXB=AXC 人 能 否 得 出 B=C, 为 什么 ? 车 A 关 名 呢 ? 

. 设 |1S|= 二 nn, 给 出 一 种 列 出 S 的 所 有 子 集 的 方法 . 


1.2 上 映 喘 的 有 关 要 念 


1.2.1 映射 的 定义 


映射 就 是 函数 . 函数 是 在 17 世纪 30 年 代 人 研究 曲线 运动 时 产生 的 一 个 概念 ,虽然 这 个 概 
念 在 1673 年 才 由 G. W. Leibniz(1646 一 1716) 开 始 使 用 ,而 函数 表达 式 f(x) 在 1734 年 才 
由 LEuler(1707 一 1783) 引 入. 

当今 函数 研究 的 是 任意 两 个 集合 之 间 的 一 种 对 应 关系 , 它 将 其 中 一 个 集合 的 元 素 按 菏 
种 规则 指定 为 男 一 个 集合 中 的 元 素 . 在 中 学 及 高 等 数学 中 讨论 的 函数 是 在 实数 范围 内 进 
行 的 . 

映射 也 是 现代 数学 中 的 基本 概念 ,要 求 我 们 在 各 学 科 中 都 要 会 使 用 映射 的 观点 . 图 数 在 
信息 科学 中 得 到 了 充分 的 应 用 ,编写 C 语言 程序 就 是 编写 水 数 ， an 
都 可 以 看 作 是 某 些 输入 的 函数 .同时 ,借助 于 映 册 思想 ,可 以 得 出 一 些 较 深入 的 结 

与 集合 一 样 , 映 射 贯穿 本 书 的 所 有 内 容 . ay te 
是 至 关 重 要 的 . 当然 ,这 部 分 内 容 本 里 是 重点 ,也 是 难点 . 

【定义 1-6】 任意 给 定 两 个 集合 A 和 B, 奉 存在 对 应 法 则 f, 使 得 对 于 任意 xE€ A, 均 存 
在 唯一 的 y€EB 与 它 对 应 , 则 称 f 是 集合 A 到 8B 


的 一 个 上 映射 (mapping) ,或 称 其 为 A 到 B 的 一 个 f 
函数 (function) , 记 为 f:A 习 B( 如 图 1-3 所 示 ). | 一 一 


在 实际 应 用 中 通常 将 A 到 A 的 映射 称 为 
A 上 的 变换 (transformation). 


二 6 . 


有 些 映 射 可 以 采用 解析 表达 式 表示 ,如 f: RR,y 二 f(r) 二 十 1. 
果 数 BS: Z 一 N, 其 中 


1， 工 为 柯 数 
(0 Z 为 个 数 
是 分 段 困 数 . 
假定 A 是 论 域 U 上 的 集合 ,可 以 定义 为 pra :U 一 [0,1], 其 中 
I 沁 万 丸 
La (TX) = 四 二 FE 


这 里 pa 称 为 集合 A 的 特征 晒 数 . 

下 面 介绍 两 个 计算 机 科学 中 广泛 应 用 的 实数 集 R 到 整数 集 Z 的 函数 :|x | 和 [x 」. 对 
于 任意 实数 zx, 用 [x | 表示 大 于 等 于 x 的 最 小 整数 , 称 为 天 花 板 函数 (ceiling function). 用 
[x 表示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 , 称 为 地 板 函 数 (floor function). 通常 , 取 整 函数 [zj 是 地 板 
函数 . 例如 ,|1.4|=2,| 一 1.4|= 一 1,0.4j=1,[ 一 1.4j = 一 2. 显然 ,有 z 一 1 去 [lz 未 
x 三 |z 长 zx 十 1. 最 接近 实数 z 的 整数 为 [x 一 0.5| 或 |x 十 0. 5., 除 非 z 位 于 两 个 相 邻 整数 的 
中 间 . 

在 算法 分 析 时 ,复杂 度 均 为 正 整 数 集合 Z+ 到 正 实数 集合 R+ 的 函数 ,例如 利用 冒 泡 算 


法 对 个 实数 按 从 小 到 大 顺序 排序 的 执行 时 间 为 (nn) 二 5n(n 一 1) 十 b, 其 中 a 和 6 为 


py 
常数 2 . 
函数 符号 通常 用 一 个 英文 字母 f,g,h ,下 ,G, 右 ,… 或 希腊 字母 pg,y,… 表 示 ( 可 以 带 下 
标 ) ,也 可 以 根据 具体 情况 选用 几 个 字母 表示 ,如 sin,cos,tan,exp, max, min,，add,，root， 
average, hanoi, delete_ string,** 
假定 f:A 习 B,y 二 f(x), 通常 把 x 称 为 日 变量 , 目 变 量 的 取 什 范围 称 为 定义 域 
(domain) , 记 为 dom 太 .将 > 称 为 因 变 量 , 而 把 晒 数 值 所 在 范围 称 为 值 域 (range) , 记 为 ranf. 
这 里 讨论 的 映射 有 两 个 特点 : 
(1) 函数 f 的 定义 域 是 集合 A ,因而 这 里 定义 的 函数 是 全 函数 ,而 不 是 一 般 意 义 下 的 偏 
负数 , 即 dom fC 和 A; 
(2) 任意 xEA, 对 应 于 B 中 唯一 的 元 素 f(x) ,f(z) 称 为 x 在 映射 f 下 的 函数 值 (但 不 
一 定 是 数 ) 或 称 为 xz 在 映 冉 下 的 人像, 通常 记 为 y 二 f(x). 
对 于 集合 A 和 B, 用 B*( 读 作 “B 上 A”) 表 示 A 到 B 的 所 有 映射 组 成 的 集合 , 即 
B* = fF» 
【 例 1-5S〗】 阁 A= {xi,Zxz ,Xs3)},B 二 {yi,ys), 求 BA. 
解 A 到 B 的 映射 为 广 一 1,2,… ,8, 其 中 : 
六 (zi) 一 Vi， 广 (z) 一 MX， 万 (zs) 一 13 (zi) 一 MI， jzz) 一 XI， fz(x3)= ys; 
fs(X1)=y, fs lr)=y, 1(z) 一 5 Hz) 一 让， fx )—=y, flrs) = y,; 
fs(X1)=ys, zz) 一 V， fs(x3)=y1; felxi)=ys, (zz) 一 y， fe (xs)= ys; 
f71(T1)=y2, fr(z2)=y2, fr(zsa)=y; fslXT1)=ys, fs(x2)=ys, zs) 一 yz 
【定理 1-6】 对 于 集合 A 和 B, 夺 |A|==m,1B|==n, 则 |B*|==n”. 
证 设 f:A 司 B, 对 于 任意 的 EA, 显然 f(x) 可 取 B 中 个 元 系 中 任意 一 个 ,而 
A 


1A|= 二 mm, 根 据 乘 法 原理 ,结论 成 立 . 

【定义 1-7】 设 f:A 一 B, 令 XCA, 用 f(X)= 二 {f(x)1x€EX} 表 示 XX 在 映射 f 下 的 
像 (image). 令 YCB, 用 fF!1(Y)= 二 (x|l f(x)EY}) 表 示 Y 在 映射 f 下 的 原 像 (inverse 
Image) . 

注意 这 里 的 广 !(Y) 是 一 个 整体 记号 . 

在 函数 的 定义 中 ,假定 A==Ai XA;X…XA,, 则 任意 xEA, 有 二 (zi ,Xs，…,X,) ,其 
中 xz;EA,,1 二 i 二 nn. 这 时 ， 

f(x) = f((xisTzs Ta)) = :fri Xs Xn) 

称 f 为 Ai,A,,…,A, 到 B 的 nn 元 函数 (n-ary function). 

显然 ,在 7 元 畏 数 f(ri,Xx，，…,X,) 中 ,参数 位 置 是 有 次 序 的 , 当 n= 二 0 时 ,f 是 C 语言 中 


et 
的 无 参 也 数 ,可 将 f 理解 为 B 中 的 一 个 元 素 . 如 果 f:AXAX.…xXxA 一 B, 则 称 f 为 A 到 
B 的 2 元 困 数 . 


咀 数 可 以 递归 定义 ,参见 参考 文献 [5 及 习题 1. 2 的 一 f 
第 14 题 . oo 一 一 


思考 ”函数 在 计算 机 中 是 如 何 实现 的 (参见 图 1-4)? 图 1-4 
1.2.2 映射 的 性 质 
1. 单身 


【定义 1-8】 假设 f:A 一 B, 如 果 对 任意 xi,x;EA, 由 f(zi)= 二 f(x;) 可 推出 x = 二 x;, 则 
称 ff 是 A 到 B 的 单 射 (injection) ,或 称 f 是 A 到 B 的 一 对 一 (one-to-one) 映 射 . 

等 价 地 ,对 任意 zi1 ,x2€EA, 硅 z 关 Xz, 可 得 出 f(xz1) 关 f(zz), 则 称 f 是 A 到 B 的 单 财 ， 
如 图 1-5(a) 所 示 . 

【 例 1-6】 设 f:N>N,f(z)= 二 27z, 则 是 N 到 NN 的 单身 , 试 证 明之 . 

证 ”对 任意 Xi,X2EN, 由 f(zi)= 二 f(xs) 可 得 出 2xi 三 2zs ,进而 Xi 二 xs. 

2. 满 射 

【定义 1-9】 假设 f:A 一 B, 如 果 对 任意 y€ B, 均 存在 xzE A, 使 得 y= f(x), 则 称 了 是 
A 到 B 的 满 射 (surjection) ,或 称 f 是 A 到 B 的 映 上 (onto) 的 映射 . 


显然 ,f 是 A 到 B 的 满 和 冉 的 充 要 条 件 是 f 的 值 域 为 B, 即 ranf 二 B, 如 图 1-5(b) 
所 示 . 
/ 了 
| | 
(a) (b) 
图 1-5 


【 例 1-7】 设 f:Z>N,f(zx)= 二 |x|, 则 ff 是 Z 到 NN 的 满 映 , 试 证 明之 . 
证 任意 vyEN, 取 XxX 二 yE2Z, 显 然 有 y= 二 f(x). 


二 8 


3. 双 射 
【定义 1-10】 假设 /六 A- 一 也 , 右 了 三 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 了 是 A 到 已 的 双 射 (bijection)， 
或 称 f 是 A 到 B 的 一 一 对 应 (one-to-one correspondence). 
【 例 1-8】 试 建立 一 个 Z 到 NN 的 一 一 对 应 . 
解 令 f:Z>N， 
加 Pe 充实 0 
Hz 一 321 ww 
很 容易 验证 ,f 是 一 个 Z 到 NN 的 一 一 对 应 . 
事实 上 ,Z 到 N 的 一 一 对 应 不 是 唯一 的 . 记 住 ; 一 一 对 应 思想 就 是 配对 思想 . 
【 例 1-9】 试 建立 一 个 (0,1) 到 R 的 一 一 对 应 . 
解 令 f:(0,1) 一 R,f(x)=tan (zx—1/2)x. 
【定义 1-11】 在 A 是 有 限 集合 ,通常 把 A 到 A 的 双 射 称 为 A 上 的 置换 (permutation). 
【 例 1-10】 写 出 A 二 {1,2,3} 上 的 所 有 置换 . 
解 A 二 {1,2,3} 上 的 所 有 和 置换 有 6 个 ,分 别 是 : 
力 人 人 1) 一 1 pp(2)=2s Pi(3)=3s (1)=2, pe(2)=1, 加 (3) 一 3 
p3(1)=3, ps(2)=2, p33)=1; pp.(1)=1, pp.(2)=3, 轧 (3) 一 2 
ps (1)=2, ps(2)=3, ps(3)=1; pell)=3, pe(2)=1, pe (3)=2. 
上 面 的 6 个 置换 常用 男 外 两 种 方式 书写 ,请 目 己 总 结 书写 方法 . 


1 2 3 1 2 3 1 2 3 
第 一 和 方 地 p= 2 ,| -| ， 1 让 |; 2 小 


-人 -人 -人 ?3 
0 3 


第 二 种 方式 pi 二 (1)(2)(3)， ps 二 (12)(3)， ps 二 (13)(2)， 
p=(1)(23), ps=(123), pe = (132). 
利用 置换 可 以 对 信息 加 密 , 例如 给 定 26 个 英文 字母 的 一 个 置换 : 
abcdefegh1i]jklmnopqrs tuvwxyrz 
-人 1 ”| 
可 将 i love you 写成 x abcd zbr, 其 中 i love you 是 明文 (plaintext), x abcd zbr 是 密 文 
(ciphertext), p 是 密 钥 (key). 


1.2.3 逆 映 射 


设 f:A 习 B 如 图 1-6(a) 所 示 , 将 了 的 方 同 逆转 后 如 图 1-6(b) 所 示 的 广 ?, 易 见 广 ' 不 是 
B 到 A 的 映射 . 

【定义 1-12】 设 f:A 习 B, 如 果 将 对 应 关系 了 的 方 同 逆转 后 ,可 得 到 一 个 集合 B 到 集合 
A 的 映射 , 则 该 映射 称 为 f 的 逆 上 映射 或 人 逆 遂 数 ( 和 常 称 为 反 函 数 ,invertible function), 记 
5 

假定 f:A 悦 B, 将 对 应 关系 f 的 方 回 逆 转 后 能 得 到 B 到 A 的 映射 ,第 一 ,三 必须 是 单 射 
第 二 ,了 必须 是 满 射 .于 是 有 下 述 定理 . 

【定理 1-7】 设 f:A 王 B, 则 了 的 逆 上 映射 存在 的 充 要 条 件 是 了 是 双 冉 . 


了 六 


(a) (b) 
图 1-6 


回忆 一 下 ,在 以 前 学 习 反 函数 时 为 何 有 一 些 限 制 条 件 , 如 正弦 函数 y= 二 sin xz, 为 了 讨论 
其 反 函 数 , 通 常 限 制 zxE [一 xy/2,r/2] ,就 是 为 了 保证 sin: [一 xy/2,r/2] 一 [一 1,1j 是 一 个 双 
射 ( 一 一 对 应 ). 

显然 , 双 射 f:A 一 B 的 道 映射 f7!:;B 一 A 也 是 双 射 上 且 ( 广 12) 一 太 

【 例 1-11】 判定 所 给 出 的 映射 是 否 有 逆 映 射 , 咎 有, 请求 出 其 逆 映 射 . 

(1) f:R—>R, f(x)=x’; 

(2) g:R—>R,g(7rx)=x". 

解 (1) 因为 f(2)==f( 一 2)= 一 4, f 不 是 单 射 ,所 以 Ff 不 存在 逆 映 射 . 

(2) 显然 , g 是 双 射 ,其 逆 映 射 为 g- 1!:R 一 R,g !1(y) 二 Vy (如 g( 一 3)== 一 27, 于 是 有 
2 1!(—27)=—3). 


1.2.4 复合 映射 


显然 ,我 们 有 

【定理 1-8〗】 设 f:A 一 B,g:B 一 C, 对 于 任意 xEA, 令 h(x)= 二 g(f(x)), 则 有 是 集合 A 到 集 
合 C 的 映射 . 

于 是 有 定义 

【定义 1-13】 设 f:A 习 B,g:B 习 C, 对 任意 XEA,h(z) 二 g(f(7z)), 则 称 h 为 /和 g 的 
复合 映射 或 复合 函数 (composition of f and g), 记 为 f°g. 

映 财 f 和 g 的 复合 映射 f°*g 可 以 按 图 1-7 方式 理解 . 


fog 


由 复合 消 数 的 定义 知 ， 
(f° g) (7x) = g(f(7)) 


。 10 。 


注意 到 f 和 g 的 复合 是 记 为 f°*g ,要 求 从 左 至 右 进 行 . 它 与 传统 的 两 个 困 数 复合 的 记号 

在 次 序 上 不 尽 一 致 ,显得 也 不 太 上 自然 , 铝 将 图 数 上 对 xz 的 作用 的 方式 写成 z7 形式 , 则 
XZY sg = (xz!)* 

就 比较 自然 了 . 

之 所 以 这 样 处 理 , 是 考虑 到 今后 要 定义 的 两 个 对 象 参 加 运算 都 是 从 左 至 右 进行 的 (当然 
包括 以 前 学 过 的 运算 ). 

【 例 1-12〗 设 A={a,b,c},B={1,2,3},C={a,B,7,0}), 令 f:A 一 B,g:B—C, f(a)=2, 
f(0)==3,f(c)==3,g(1)= 二 Bp,g(2) 二 a,g(3) 二 6. 试 计算 复合 映射 f°。g. 

解 ” 复 合 映 射 fog:A>C, (f°g)(a)=g(f(a))=g(2)=a, (f°g)(0)=g(f(0))= 
2(3)=60,(f°g)(c)=g(f(c))=g(3)=6. 

注意 ”复合 映射 又 称 为 复合 函数 . 要 保证 复合 映射 f*g 有 意义 ,必须 

f(A)C dom(g) 

【 例 1-13】 设 R 到 R 有 两 个 映射 和 g, 定义 如 下 : f(x) 二 x ,g(x) 二 xX 十 2, 试 分 别 
计算 复合 映射 feg 和 sg。 厂 

解 ” 对 任意 zxER, 分 别 有 

(了 sgD)CZ) 三 ECOFzZ) 三 (2 一 工 十 2 
(go f(x) = f(g(x)) = f(r+2) = (r++ 2 

对 于 例 1-13 来 说 ,计算 两 个 函数 的 复合 可 以 采用 高 等 数学 中 的 方法 ,要 求 计 算 
g(f(z)) 以 及 f(g(x)) 更 明确 些 . 

注意 一般 说 来 ,即使 复合 映射 fg 和 g。f 均 有 意义 ,也 不 能 保证 fg 二 g。f 成立 . 

设 A 是 集合 , 令 f:A 一 A,f(x) 二 x, 称 f 为 集合 A 上 的 恒 等 映 射 (identity function on 
A), 记 为 J. 

显然 有 下 述 结论 : 

【定理 1-9】 若 f:A 一 B 是 双 射 , 则 有 f° 了 '= 二 44,f'*。f 二 了 1g. 特别 地 , 知 FA 一 A 是 
双 射 , 则 f° =f 。f=. 

下 面 的 定理 讨论 了 映射 的 性 质 与 复合 映射 之 间 的 关系 . 

【定理 1-10】 议 /4 一 B,.c:B 一 C. 

(1) 右上 和 8 是 单 射 , 则 f°g 是 单 射 ; 

(2) 藻 上 和 8g 是 满 射 , 则 f°。g 是 满 射 ; 

(3) 右上 和 sg 是 双 射 , 则 f。g 是 双 射 且 (CFg) ' 二 g 三. 

证 (1) 对 任意 zi,zzEA, 假 定 (Fg)(zi)= 王 (Fog)(z), 即 g(CFGCz)) 一 g(CFCzs)). 已 
知 g 是 单 射 ,于 是 有 f(xi)= 二 f(xs). 由 于 了 是 单 射 ,所 以 zi 二 zs. 进而 fg 是 单 射 . 

(2) 和 (3) 作 为 练习 . 

【定理 1-11】 设 /.:A 一 B，g:B 一 C， 

(1) 硅 fg 是 单 射 , 则 太 是 单 射 ,但 g 不 一 定 ; 

(2) 若 fg 是 满 射 , 则 g 是 满 射 ,而 f 不 一 

证 (1) 作为 练习 . 

(2) 对 于 任意 zEC, 由 于 f°g 是 满 射 , 必 存在 zxEA, 使 得 (CFg)(z) 王 5CFCz)) 一 z. 令 
y 二 f(x)EB, 有 gl(y) 二 z, 因 此 ,g 是 满 射 . 

。 || 。 


设 A={a,b,c} ,8B 王 (1,2,3) ,CC 一 (ap8), 令 FA 一 B,g:B 一 C，F(a) 一 2,F(0) 一 3， 
fl(c)=3,g(1)=B,g(2)=a,g(3)= 二 Pp 这 时 , (f° g)(a)=g(f (a))= a, 
(f°g)(5b) 二 g(f(0))==B, 显 然 有 ran(f°g) 二 {a,B),f°g 是 满 射 .而 ran f= 二 12,，3},f 不 是 
满 射 . 

下 面 的 定理 会 经 党 使 用 . 

【定理 1-12】 设 f:A 一 B,g:B>C,h:C>D, 则 (f°g)° 员 = f°(g°h). 

证 ”对 任意 xEA, 由 于 ((f°g)°h)(x)==h[(feg)(x)]=h[Lg(f(r))], 而 (f°(g°h)) (x)= 
(goh) (F(z))=hLg (f(z))], 由 此 可 见 , ((fog)oh)(r)= 二 (f°。 (go 及))(x)， 所 以 
(f°g)°h= f° (ge°h). 

注意 由 定理 1-12 可 知 , 多 个 函数 求 复 合 时 可 以 不 加 括号 , 即 FF go 一 (Fog)o 一 
f*(p°h), 


站 题 1.2 


1. 分 别 计算 [1.54[ 一 114[ 一 1.54L.5j,[ 一 1],[ 一 1. 51 

2. 下 列 映射 中 ,哪些 是 双 射 ? 说 明理 由 . 

(1) f:Z2—2Z, f(zx)=3x; 

(2) f:Z—>N, FCz) 一 |z| 十 1; 

(3) f:R—>R, FCz) 一 z3 十 1; 

(4) 丰 :NXN-~N, FFCziyzz) 一 Zi 十 zz 十 1; 

(5) 丰 :N 一 NXN,FCz) 王 (Zz,Z 十 1). 

3. 对 于 有 限 集 合 A 和 B ,假定 F:A-~~B 且 |AI=|1B|, 证 明 : f 是 单 射 的 充 要 条 件 是 
厂 是 满 射 . 对 于 无 限 集合 ,上 述 结论 成 立 吗 ? 举例 说 明 . 

4. 设 f:A 一 B, 试 证 明 : 

(1) f°ls=f; 

Cu Te 
特别 地 ,大 f:A 习 A, 则 f° 二 4°*f= 了 . 

5. 试 举 出 一 个 例子 说 明 FF 一 了 成 立 , 其 中 FA 一 A 且 j 关 人. 右 卫 的 逆 映 射 存在 , 满 
足 条 件 的 f 还 存在 吗 ? 

6. 设 f:A 一 B,g:B 一 C. 硅 f 和 g 是 满 射 , 则 f°*g 是 满 射 , 试 证 明 . 

7. 设 f:A 习 B,g:BC. 试 证 明 . 夺 f°g 是 单 射 , 则 三 是 单 射 . 试 举例 说 明 ,这 时 g 不 一 


8. 设 FA 一 了 ,共存 在 g: BA, 使 得 fe*g= 二 Is4 且 sg。f= 二 Is, 试 证 明 : f 是 双 射 且 
f=g. 
9. 设 f:A 习 B,g:BC. 硅 ff 和 g 是 双 射 , 则 f°。g 是 双 射 上 且 (Fg) 一 = 一 5 三 
10. 设 G 是 集合 A 到 A 的 所 有 双 射 组 成 的 集合 ,证 明 : 
(1) 任意 f,gEG, 有 f°*gE€G:; 
(2) 对 于 任意 f,g,hEG, 有 (f°g)°h=f°(g°h); 
(3) JEG 且 对 于 任意 JEG 有 LL*f=f*L= 了 f; 
se。 12 。 


(4) 对 于 任意 fEG, 有 ff 'EG 且 f°f'==f 1°*f=. 

11. 夺 A= 二 (a, b,c},B 二 (1, 2), 问 A 到 B 的 满 里 单身、 双 冉 各 有 多 少 个 ? 试 推广 你 
的 结论 . 

12. 设 A, B，C, D 是 任意 集合 , /是 A 到 B 的 双 射 ,，g 是 C 到 DD 的 双 射 , 令 
h:AXC>BXD, 对 任意 (a,c)EAXC,h(a,c) 二 (f(a),g(c)). 证 明 ; h 是 双 射 . 

13. 设 f:A 一 B,g:B 一 C,h:C 卫 A. 证明: 夺 f*g°h==Ia,g°h°f==Is,h°f°*g= 二 Ic, 则 ff， 
i 

14. 已 知 阿 元 曼 (Ackermann) 子 数 A:NXNN 的 定义 为 : 

(1) A(0,n)=n 二 1,n 宇 0; 

(2) A(m,0)=A(mO—1,1),m>0; 

(3) A(m,n)=A(m—1,A(m,nO—1)),m0,n0. 
分 别 计算 A(2,3) 和 A(3,2). 


1.3 ”运算 的 定义 及 性 质 


运算 是 由 已 知 对 象 得 出 新 对 和 象 的 一 种 方法 . 其 实 , 已 经 接触 过 很 多 运算 ,如 数 之 间 的 加 
法 运算 、 多 项 式 之 间 的 乘法 运算 .矩阵 的 逆 运 算 、 回 量 的 线性 运算 等 . 在 讨论 离散 数据 结构 时 
也 会 经 常 遇 到 各 种 各 样 的 运算 ,如 在 1.4 节 即将 研究 的 集合 间 的 运算 . 

虽然 运算 本 质 上 是 映射 ,但 研究 的 侧重 点 不 同 , 在 运算 中 更 注重 于 运算 满足 的 一 些 运算 
性 质 ,而 根据 这 些 性 质 可 以 对 一 些 离散 对 和 象 分 门 别 类 进行 讨论 ,参见 代数 结构 章节 . 

运算 硕 是 计算 机 的 四 大 雪 部 件 之 一 。 本 布 将 对 运算 的 一 般 定 义 及 其 性 质 进 行 抽象 讨论 . 


1.3.1 运算 的 定义 


【定义 1-14】 设 Al , A, »""" ,人 人， 和 和 B 是 集合 ,大 
f:A!: X A, X*… XA,.—B 


则 称 ff 为 Ai,A,,…,A, 到 B 的 nn 元 运算 (operation). 
n 个 


在 不 需要 强调 集合 A; ,A,,…,A, 和 B 时 ,可 简称 f 为 运算 .车 f:AXAX…XAB， 
则 称 了 为 A 到 B 的 nn 元 运算 ,或 称 为 A 上 的 nn 元 运算 . 

厂 对 于 任意 ZiyZ2…ZnEA, 有 f(x »X2 ,Xa) 二 yEA, 则 称 ff 为 A 上 的 nn 元 封闭 
运算 (closed operation) ,或 称 为 A 上 的 nn 元 代数 运算 . 

设 ff 为 Ai,A,,…,A, 到 B 的 nn 元 运算 ,在 y= 二 f(ziyXxs… ,Xs,) 中 ,x ,Xs;，…,X, 是 参 
加 运算 的 2 个 有 顺序 的 对 象 , 正 因为 这 样 f 称 为 n 元 运算 ,y 是 运算 结果 ,由 定义 知道 ,运算 
结果 一 定 是 唯一 的 . 

【 例 1-14】〗 设 f:Z>N,f(zx) 二 |x|, 这 时 ,了 是 整数 集合 ZZ 上 的 取 绝 对 值 运算 ,f 是 
1 元 运算 . 

下 面 介 绍 数论 中 的 一 些 非常 重要 的 运算 . 

对 于 任意 整数 mx 和 nn, 当 光 关 0 时 , 必 存 在 唯一 整数 g 和 7r, 使 得 n= 二 gm 十 r(0 三 rr 二 
Im|), 这 就 是 市 余 除法 ,其 中 g 称 为 商 (quotient),r 称 为 余数 (remainder) ,可 由 长 除法 求 

4 


3 


得 . 注意 余数 0 三 r 二 |m|, 而 在 C 语言 中 mn%m 得 到 一 个 与 2 符号 一 致 的 余数 ,0 所 
|r|=m. 

利用 市 余 除 法 ,可 以 将 十 进 制 数 与 其 他 进 制 的 数 进行 转换 . 例如 十 进 制 数 247 转换 成 
八进制 可 以 这 样 做 :247= 二 30X8 十 7,30=3X8 十 6, 于 是 

247 二 30X8 十 7 二 (3X8 十 6)X8 十 7 二 3X8 十 6X8 十 7， 

因此 ,247 王 (367)s. 

【 例 1-1S】( 模 运算 ) ”对 于 固定 的 正 整 数 识 , 设 f:Z 一 N,f(z) 二 Xx(mod m),7X(mod m) 
是 整数 x 除 以 mx 的 余数 . 根据 市 余 除 法 知 ,x(mod mm) 是 使 z= 二 gm 十 r, 0 三 r 二 m 成 立 的 整 
数 r. 这 里 ,f 是 ZZ 上 的 模 m 运算 ,是 1 元 运算 . 

容易 证 明 ;对 于 正 整 数 mx 和 任意 整数 x 和 ,有 

(TX 二 Ty)(mod m) = (xr(mod m)+ y(mod m)) (mod m), 
(T* y)(mod m) = (x(mod m)，。 y(mod m)) (mod m). 

模 运 算 的 两 个 最 简单 的 应 用 . 

将 26 个 英文 字母 ,0，c，…， zx 分别 对 应 于 整数 0，1，2,…，25 ,为 了 保密 ,可 以 将 每 
一 个 字母 往 后 推移 3 位 ,在 接收 到 的 密 文 为 1 oryh brx, 则 明文 为 ilove you. 这 时 的 加 密 变 
换 为 c=( 十 3)(mod 26) ,解密 变换 为 mp 三 (c 一 3)(Cmod 26), 其 中 pp 是 明文 对 应 的 整数 ， 
c 是 密 文 对 应 的 整数 ,3 是 密 钥 . 这 种 密码 称 为 凯撒 (J. Caesar) 密码 , 早 在 公元 前 罗马 星 帝 
凯撒 就 使 用 该 方法 传递 作战 命令 . 

将 大 量 记录 存放 在 mm 个 不 同 的 链表 ,可 以 将 每 个 记录 的 识别 码 n 进行 模 m 运算 ,运算 
结果 为 该 记录 所 在 的 链表 , 即 h(n) 二 n(mod m). 通 篆 将 天 称 为 散 列 函数 或 哈 希 函数 (Hash 


function ) . 


【 例 1-16】 设 f:QXQ>R,f(zi,zs)= 二 zi 十 Vxzs ,这 时 ,了 是 Q 上 的 加 法 运算 ,f 是 
2 元 运算 . 又 设 f: RX RXR 一 R, f(zri;yZzs;X3) 二 Xx? 十 XsX3, 这 时 ,ff 是 R 上 的 3 元 封闭 
算 . 

【 例 1-17】 对 于 给 定 的 正 整数 mm, 整 数 集合 Z 上 模 mx 加 法 运算 “十 ,,” 和 模 mm 乘法 运算 
“。m ”分别 定义 如 下 :对 于 任意 整数 工 和 yy,xz 十 my 二 (ZX 十 y) (mod m),X， ny 二 (XY) 
(mod m). 例 如 区 ==5,3 十 ;3( 一 5)= 二 (一 2)(mod 3) 王 1,3。3:( 一 5) 王 (一 15)(mod 3)=0. 

实际 上 , 模 m 加 法 运算 “十 ,,” 和 模 m 乘法 运算 “。，,” 是 ,二 410, 1, 2,… ,mm 一 1} 上 的 
封闭 运算 ,见习 题 1. 3 第 12 题 . 

【 例 1-18】 整数 集合 Z 上 两 个 二 元 运算 gcd 和 lcm. 

(1) 对 于 任意 整数 加 ,2 , 若 dl7j 有 日 din,; 则 称 4 为 m 和 nn 的 公 因 数 (common divisor). 
例如 ,由 于 一 214 且 一 ?| 一 6, 所 以 一 2 是 4 和 一 6 的 公 因 数 . 容易 知道 ,4 和 一 6 的 所 有 公 因 
数 为 一 1, 一 2, 1 和 2, 其 最 大 公 因 数 为 2. 用 gcd(m,n) 表 示 mr 和 7 的 最 大 公 因 数 (greatest 
common divisor)( 必 为 正 整 数 ) ,但 gcd pe Z 上 的 二 元 运算 ,因为 任何 整数 都 是 
0 的 因数 ,于 是 gcd(0, 0) 不 存在 . 奇 集合 A 二 {1,2,3,4,5,6} ,这 时 gcd 是 A 上 的 封闭 2 元 
运算 . 

(2) 对 于 任意 整数 芭 ,n, 奉 mld 且 n1d, 则 称 4 为 m 和 nn 的 公 倍 数 (common multiple). 

A 


mi 


例如 ,由 于 4| 一 12 且 一 6| 一 12, 所 以 一 12 是 4 和 一 6 的 公信 和 数 . 4 和 一 6 的 公 倍 数 很 多 ,如 
一 12, 一 24,12,24,36 等 ,其 最 小 非 负 公 倍 数 为 12. 用 lem(m,n) 表 示 mr 和 nn 的 最 小 非 负 公 
倍数 ,和 伽 称 最 小 公信 数 (least common multiple), 则 lcm 是 整数 集合 ZZ 上 的 封闭 的 二 元 运 
算 . 显然 ,对 于 任意 整数 n 宇 0, 有 1lcm(0, n)= 二 0, 特 别 地 ,1lcm(0, 0) 二 0. 若 集合 A== {1,2， 
3,4,5,6) ,这 时 lcm 不 是 A 上 的 封闭 2 元 运算 ,因为 lem(4, 一 6)= 二 12& A. 

运算 符号 gcd 和 lcm 也 可 分 别 记 为 L, | 和 (,), 即 gcd(mr,n) 二 [m,njj,， lcem (m,n) 一 
(mn). 由 于 gcd(2 ，72) 一 gcd(| ，| 2 ) 且 lm nn) 二 lem(|m| ,1n|), 因 此 在 很 多 的 时 
修 , 我 们 讨论 的 是 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 . 

在 理论 上 容易 证 明 , 对 于 大 于 1 的 正 整 数 n 都 可 以 分 解 成 一 些 素数 乘积 

n 一 pr p22*** pr, 
其 中 pi ,ps,… ,Pi 是 不 同 的 素数 ,ri ,7r;，,… ,rs 是 正 整 数 ,并 且 在 不 计 素 数 顺序 (或 按 从 小 到 
大 顺序 ) 的 情况 下 ,该 分 解 方式 是 唯一 的 . 

例如 6 二 2X3,12 王 22X3,21560 王 22 X5X72XX11,1024 王 22 ,但 实际 上 对 于 较 大 的 ”， 
要 得 出 n 的 系 因 数 分 解 ,甚至 找到 的 一 个 系 因 数 部 是 相当 困难 的 . 到 现在 为 止 , 还 未 找到 
当 2 一 142022 时 费 马 数 ,二 2* 十 1 的 一 个 素 因数 . 

耕 m 二 ph pz "pr EL ,n= pi pp EL (pi pr pi 是 不 同 的 素数 ,ri ,rs,…， 
re 和 s1 ,ss。，… ,ss 是 非 负 整数 ) , 则 

gcd (m3n) = pun ns) poin rz) oo pin rs) ， 
lcm Cm,n) = Dax my) poex av) soo pax Tiersk) 

下 面 介 绍 求 两 个 正 整 数 mx 和 nn 的 最 大 公 因 数 gcd(m, n) 的 轧 转 相 除 法 ,又 称 为 欧 几 里 
得 (Euclid) 算 法 , 那 是 在 公元 前 300 年 欧 几 里 得 在 其 (几何 原本 》 中 给 出 的 ,这 可 以 算是 离散 
数学 最 早 的 研究 成 果 . 

多 次 使 用 市 余 除 法 ,有 mm 二 gin 十 ni,0 二 7 过 n,n 二 gorni 十 rs ,0 过 rs 过 ri ,Ti_2z 二 
gai7i 1 十 内 0 二 天 < 所 my 一 gr 由 于 … 过 7 十 过 nn, 这 种 有 是 存在 的 ,于 是 
gcd(m, n)=gcd(n, ni)=gcd(ni, rs)=***=gcd(rii, 7i)=n. 进而 7 =ns 一 gm 
rz 二 n 一 qzriy71 王 m 一 qin，, 于 是 存在 整数 x 和 y 使 得 

gcd(m,n) = mz + ny. 

【 例 1-19】 利用 欧 几 里 得 算法 计算 gcd(119,35), 并 求 出 整数 x 和 yy 使 得 gcd(119， 
35) =119x 十 35y. 

解 ” 因 为 119= 二 3X35 十 14, 35 二 2X14 十 7, 14= 二 2X7, 所 以 gcd(119，35) 王 7. 由 于 
7 二 35 一 2X14,14= 二 119 一 3X35, 于 是 7 二 35 一 2X(119 一 3X35)= 二 119X( 一 2) 十 35X7. 

各 gcd(m, 7) 一 1, 则 称 72 和 7 互 素 (coprime). 根据 前 面 的 讨论 ,gcd(m, n) 二 1 当 且 仅 
当 存 在 整数 zx 和 yy 使 得 mx 十 ny 二 1. 

对 于 正 整 数 , 用 p(z) 表 示 小 于 等 于 7 且 与 2 互 泰 的 正 整 数 个 数 , 称 p(z) 为 欧 拉 函 数 
(Euler function). 例如 po(1)= 王 1,p(2) 王 1,p(3) 一 2,p(4) 一 2,p(5) 一 4,p(6) 一 2. 当 p 为 素 
数 时 ,p(Cp) 王 加 一 |. 

设 n 是 大 于 1 的 正 整 数 n, 其 素数 分 解 为 n= 二 pn pz… pz ,其 中 pi ,ps，… ,pi 是 不 同 的 素 


数 ,rr 97 2 ,……, 刀 是 正 整 数 , 利 用 容 斥 原理 ( 见 下 节 ) 可 以 证 明 
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运算 符号 的 选取 ”从 运算 的 定义 知道 ,运算 本 质 上 就 是 函数 ,只 是 在 不 同 场 合 有 不 同 称 
呼 , 所 以 ,图 数 符 号 是 运算 符号 ;对 于 篆 见 的 运算 ,如 数 的 加 法 运算 ,减法 运算 等 ,如 果 未 加 特 
殊 说 明 ,其 运算 的 含义 最 好 不 要 改变 ;实际 上 ,运算 符号 可 以 自己 规定 ,如 “*”“C9”“ 中 ”、 
“人 ”区 癌 ?“: 2 2“ “7 和”“ 多 "和 "和 "等 ,但 要 把 运算 的 含 
义 定 义 清楚 .实际 上 ,在 C 语 言 中 出 现 了 很 多 的 运算 符号 . 

运算 符号 的 位 置 ” 运 算 符号 ,可 以 照 滑 数 符 号 一 样 , 放 在 最 前 面 ; 也 可 以 放 在 最 后 ;也 可 
以 放 在 中 间 ,特别 是 2 元 运算 符号 ,按照 习惯 ,都 写 在 中 间 位 置 ;对 于 1 元 运算 通常 将 运算 符 
号 前 置 "z、 顶 置 zx 或 肩 置 zx .C 语言 中 唯一 的 3 元 运算 “条 件 运算 ” 符 为 ”? :”, 其 书写 形式 
为 x ?a :0, 它 也 是 将 参加 运算 的 3 个 对 象 分别 写 在 第 一 、 第 二 及 第 三 位 置 . 数字 逻辑 中 的 
与 或 非 门 是 一 个 4 元 运算 ,有 其 独特 的 运算 符号 AB 十 CD. 

运算 表 ”如 果 和 集合 A={xi,xz,…,Xxs), 则 A 上 的 1 元 或 2 元 运算 可 以 用 一 个 表格 表示 
出 来 . 如 A 上 的 2 元 运算 * 可 以 表示 为 表 1-1. 

例如 ,对 于 集合 A 二 {a,6,c} ,A 上 的 * 运 算 可 以 如 表 1-2 定义 . 


表 1-1 表 


1.3.2 运算 的 性 质 


之 所 以 讨论 运算 的 性 质 , 是 为 了 便于 根据 运算 的 性 质 对 离散 数学 结构 进行 分 类 ,特别 是 
在 讨论 代数 结构 的 时 候 . 正 因为 这 样 ,下 面 假定 涉及 的 运算 是 根据 问题 需要 定义 出 来 的 代数 
运算 ,这 也 是 为 讨论 运算 的 结合 性 以 及 分 配 性 提供 方便 . 
1. 对 合 (Cinvolutive) 性 
【定义 1-15】 设 * 是 A 上 的 1 元 代数 运算 , 右 对 于 任意 的 zxEA, 均 有 
x(x7x)=x (1) 
则 称 * 具有 对 合 性 ,或 称 * 满足 对 合 律 . 
【 例 1-20】〗】 实数 集 上 的 取 相 反 数 运算 一 ”具有 对 合 性 ,而 其 上 的 绝对 值 运算 | | 不 具有 
对 合 性 . 矩阵 的 逆 运 算 及 转 置 运算 具有 对 合 性 , 因为 (4-1) := 二 A 且 (A7)'=A. 
2. 窜 等 (idempotent) 性 
【定义 1-16】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 石 对 于 ZEA 有 
疱 关 并 一 工 (2) 


则 称 x 为 关于 x* 运算 的 窘 等 元 (idempotent element) ; 硬 对 于 任意 的 zxEA,z 均 为 需 等 元 ， 
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则 称 * 具有 才 等 性 ,或 称 * 满足 规 等 律 . 
【 例 1-21】〗 设 A={1,2,3)},A 上 的 * 运 算 见 


本 

表 1-3. 从 运算 表 容易 知道 ,1 和 3 是 关于 * 运算 的 宕 等 
元 ,但 因为 2 不 是 每 等 元 ,因此 x 运算 不 具有 宕 等 性 . 
【 例 1-22】 正 整 数 集合 N 上 的 gcd 及 lcm 运算 均 


具有 震 等 性 ,因为 对 于 任意 正 整 数 zx, 均 有 gcd(Cz,z) 王 并 
lcem(x,X) 二 x. 但 对 于 实数 集合 R 上 的 乘法 运算 来 说 ,只 有 0 和 1 是 需 等 元 ,从 而 R 上 的 乘 
法 运算 不 具 用 等 性 . 
3. 交换 (commutative) 性 
【定义 1-17】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 右 对 于 任意 的 zx,yEA, 均 有 
TYy= yr (3) 
则 称 * 具有 交换 性 ,或 称 * 满 足 交 换 律 . 
【 例 1-23】 整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 “十 ”满足 交换 律 , 而 Z 上 的 减法 运算 “一 ”不 满足 
交换 律 ,试验 证 . 
解 ”显然 ,十 具有 交换 性 . 取 2,3€E2Z, 因 为 3 一 2 隆 2 一 3, 所 以 ,一 不 具有 交换 性 . 
【 例 1-24】〗 设 * 是 有 理 数 集合 Q 上 的 2 元 运算 ,定义 如 下 : 任意 zz EQ,Xxi xx 一 
x. 证明 x 不 具有 交换 性 . 
证 取 x=2,y 二 3, 这 时 ,zx* y= 二 2 一 8, 而 yx*xXx 二 3: 二 9, 从 而 * 不 具有 交换 性 . 
由 1. 2 节 知 ,一 般 地 说 f*g 隆 8g° 了 ,所 以 映射 的 复合 运算 不 满足 交换 律 . 
4. 结合 (associative) 性 
【定义 1-18】 设 x 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 厂 对 于 任意 的 xX,y,zEA, 均 有 
(TX Yy)x*xz= TX(yx*) (4) 
则 称 * 具有 结合 性 ,或 称 * 满足 结合 律 . 
【 例 1-25】〗 试验 证 : 整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 十 满足 结合 律 , 而 ZZ 上 的 减法 运算 一 不 
满足 结合 律 . 
解 显然, 十 具有 结合 性 . 取 2,3,5EZ, 因 为 (2 一 3) 一 5 关 2 一 (3 一 5), 所 以 ,一 不 具有 
结合 性 . 
【 例 1-26】 根据 表 1-4 的 运算 表 , 分 别 判 定 集 合 A 二 {1,2,3,4,5} 上 定义 的 * 运 算是 否 
满足 交换 律 .结合 和 
表 1-4 解 ” 因 为 2*4==3 关 1 二 4*2, 由 此 可 见 ， 
5 * 不 具有 交换 性 . 又 由 于 (2* 3) * 4 一 4 天 2 二 
2x (3x*4), 所 以 , * 不 具有 结合 性 . 


, 9 
- 4 从 运算 表 判 定 运算 是 否 满足 交换 律 , 只 需 
检查 运算 表 是 否 关于 主 对 角 线 对 称 . 而 从 运算 


“ ” 表 判 定 运 算是 否 满足 结合 律 就 困难 一 些 . 
注意 ” 若 运 算 满 足 结合 律 , 则 多 个 元 素 参 
5 加 运算 可 不 加 括号 . 
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5。 么 元 律 
【定义 1-19】 设 x 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 硅 存 在 e€A, 对 于 任意 的 x€E A, 下 列 条 件 
均 成 立 : 
ex 并 一 left identity element) a 
Xxe= zx(right identity element) (6) 
则 称 e 为 集合 A 关于 * 运算 的 么 元 素 或 单位 元 素 或 称 * 运算 满足 么 元 律 . 
【 例 1-27】 试验 证 : 整数 集合 Z 关于 加 法 运算 十 的 单位 元 素 为 0, 而 Z 关于 乘法 运算 
. ”的 单位 元 素 为 1,Z 关于 减法 运算 一 没有 单位 元 素 . 
解 ” 对 任意 XEZV,0 十 X= 二 x 二 x 十 0 及 1，XxX= 二 xX 二 XT。，。1 成 立 , 所 以 ,Z 关于 加 法 运算 十 
的 单位 元 素 为 0, 而 Z 关于 乘法 运算 。 的 单位 元 系 为 1. 因为 Xx 一 e 二 x 二 e 一 x 对 任意 xz 部 成 
立 的 元 素 e 在 Z 中 不 存在 ,因此 Z 关 于 减法 运算 没有 单位 元 素 . 
集合 A 关于 * 运算 的 单位 元 素 可 记 为 1, 为 避免 与 数 1 混淆, 将 单位 元 素 记 为 e. 
【定理 1-13】 右 A 关 于 * 和 运算 的 有 单位 元 素 , 则 单位 元 素 是 唯一 的 . 
证 设 el 和 es 是 A 关于 * 运 算 的 单位 元 素 , 则 有 el 一 el * ez 一 ez. 


6. 零 元 律 
【定义 1-20】〗 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 右 存 在 OA, 对 于 任意 的 zxEA, 下 列 条 件 
均 成 立 : 
Gx x = 0(left zero element) (7) 
Xx0= 0(right zero element) (8) 


则 称 9 为 集合 A 关于 * 运算 的 零 元 素 或 称 * 运算 满足 零 元 律 . 

【 例 1-28】 试验 证 : 整数 集合 Z 关于 加 法 运算 十 和 减法 运算 一 均 没 有 和 零 元 素 , 而 Z 关 
于 乘法 运算 。 的 零 元 素 为 0. 

解 (作为 练习 ). 

集合 A 关于 * 运 算 的 零 元 素 可 记 为 0 ,为 避免 与 数 0 混淆 ,将 零 元 素 记 为 0. 

【定理 1-14】 奋 A 关于 * 运 算 的 有 零 元 系 , 则 零 元 素 是 唯一 的 . 

证 ( 略 ). 

7. 逆 元 性 

若 A 关于 * 运算 有 单位 元 素 e, 则 可 以 讨论 A 中 取 定 的 元 素 x 是 否 有 逆 元 . 

【定义 1-21】 设 x 是 A 上 的 2 元 代数 运算 且 有 单位 元 素 e, 硅 对 于 xEA, 存 在 yEA， 
使 得 下 列 条 件 均 成 立 : 

yx 并 一 e(left invertible element) (9) 
Xx y= el(right invertible element) (10) 

则 称 y 为 x 的 逆 元 素 或 称 x 关于 运算 * 具有 逆 元 性 . 

显然 ,一 个 方 阵 关 于 乘法 运算 的 逆 元 就 是 其 逆 和 矩阵 ,因为 单位 元 素 是 单位 憩 阵 . 对 于 好 
数 来 说 ,一 个 映射 天 于 果 数 的 复合 运算 "的 逆 元 就 是 其 逆 映 射 , 当 然 只 有 双 射 才 有 逆 元 ,其 单 
位 元 素 是 恒 等 映 射 . 

【 例 1-29】 分 别 考察 : 实数 集合 R 中 各 元 素 关 于 加 法 运算 十 和 乘法 运算 。 的 逆 元 素 . 

解 (1) R 关于 加 法 运算 十 的 单位 元 素 是 0. 对 于 任意 xXER, 取 y= 二 一 zx, 因为 x 十 
(一 Z) 一 0 一 (一 Z) 十 z, 于 是 R 中 任意 元 素 zx 均 存 在 逆 元 一 Z 
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(2) R 关于 乘法 运算 ， 的 单位 元 素 是 1. 对 于 任意 XER, 硅 xX 关 0,; 取 y= 二 1/zx,; 因 为 
1/zx 二 1 二 1/x，。x, 于 是 非 零 元 素 x 均 存 在 逆 元 1/x; 硅 x 二 0, 显然 不 存在 任何 yER, 满 足 
条 件 0。y 王 1, 从 而 0 关于 乘法 无 逆 元 素 . 

【 例 1-30】 设 A={a,b,c} 关 于 x* 运算 的 运算 表 表 
如 表 1-5 所 示 . x 

由 表 1-5 可 知 ,a 是 A 二 {a,b,c} 关 于 * 运算 的 单 
位 元 素 . 因为 6xb= 二 a 有 是 65 xc 二 c x5 二 a, 所 以 b,c 都 
是 b 的 逆 元 . 

对 于 Ze ={0, 1, 2, 3,，4, 5} 中 的 模 6 乘法 运算 
“。6 ”来 说 ,由 于 1 是 该 运算 的 单位 元 系 , 容 易 验 证 关 
于 。6。” 运 算 1 和 5 有 逆 元 ,分 别 为 1 和 5, 而 2, 3 和 4 不 存在 逆 元 , 对 于 模 6 加 法 运算 
“十 。 ”来 说 ,由 于 0 是 该 运算 的 单位 元 素 ,容易 验证 Z。 二 40, 1, 2, 3, 4,，5} 中 的 每 个 元 素 关 
于 “十 。” 运 算 均 有 逆 元 ,分 别 为 0, 5, 4, 3, 2, 1. 

由 上 面 的 例子 可 知 ,一 个 元 系 的 逆 元 不 一 定 和 存在 ,即使 存在 也 不 一 定 唯 一 .但 有 下 面 的 


结论 


【定理 1-15】〗 设 A 关 于 x 运算 的 单位 元 素 为 e 有 日 * 运算 满足 结合 律 , 奢 xEA 在 A 中 
有 左 逆 元 y 及 右 逆 元 z, 则 y 王 .进而 ,对 于 一 个 满足 结合 律 的 运算 来 说 , 右 一 个 元 系 有 逆 元 
则 其 逆 元 是 唯一 的 . 

证 ”由 已 知 条 件 有 ,yx*x==e 且 x * z=e. 于 是 ， 

y= yxe= yx*x(rx*xz)= (yx*x7r)x*xz—=exzxz=x 

右 元 素 xE A 有 了 唯一 逆 元 , 则 将 其 记 为 x . 

8. 消去 (cancellation) 性 

【定义 1-22】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 ,在 A 关 于 * 运 算 有 去 元 则 记 为 0, 如 采 对 于 
任意 的 xX,y,zEA, 只 要 x 关 0 ,那么 下 列 条 件 均 成 立 : 

由 by i ed + 可 推出 

y= z(left cancellation property) (11) 

由 yx* x 二 zx* 蔗 可 推出 

y= zx(right cancellation property) (12) 
则 称 * 具有 消去 性 ,或 称 * 满足 消去 律 . 

【 例 1-31】 试验 证 : 整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 十 和 乘法 运算 ， 均 满足 消去 律 . 

证 注意 ,十 和 。 满足 交换 性 ,只 需 验 证 (1) 即 可 . 对 于 任意 x,y,xE2Z, 若 x 十 y= 
ZX 十 xz, 有 y= 二 xz 成立 ,所 以 ,十 具有 消去 性 .同样 ,因为 Z 关于 乘法 运算 的 零 元 为 0, 而 对 于 任 
意 取 x,y,zEZV, 夺 XX 天 0,; 则 由 x，y= 二 xT，z 显然 可 推出 y= 二 z, 因 此 ,。 具 有 消去 性 . 

【 例 1-32】 试 说 明 对 于 实数 集 R 上 的 所 有 2 阶 方 阵 组 成 的 集合 M;(R) ,其 上 的 和 矩阵 乘 
法 运算 不 满足 消去 律 . 


] 1 
解 因为 人 关于 逢 隆 科 法 运算 的 堆 元 是 | |<[0 区 | 中 
0 0 (0 0 0 0 0 0 


] 
1 -| 中 中 可 | > -所 以 Ms (RY 上 的 乘法 运算 不 满足 消去 律 
1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 
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9. 分 配 (Cdistributive) 性 
【定义 1-23】 设 * 和 "是 集合 A 上 的 两 个 2 元 代数 运算 , 右 对 于 任意 zx,y,zEA, 有 
Tx(y° z)= (txy)° (Txz)(left distributive property) 首 且 和 
(y。z) 关 并 一 (yxZ)。(zxZ)(rght distributive property) (14) 
则 称 * 运算 对 。 运 算 可 分 配 . 
【 例 1-33】 实数 集合 R 上 的 乘法 运算 ， 对 加 法 运算 十 可 分 配 , 但 加 法 运算 十 对 乘法 运 
算 。 不 可 分 配 . 
解 ” 对 于 任意 的 x,y,zER, 有 x。 Cy 十 z) 二 (x*y) 十 (xX*z) 且 (y 十 z)。Xx 二 (y。X) 十 
(z。Z) ,于 是 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 可 分 配 . 因为 2 十 (3。5) 关 (2 十 3)。 (2 十 5), 因 此 ,加 
法 运算 十 对 乘法 运算 。 不 可 分 配 . 
注意 当 x* 运 算 满 足 交 换 性 时 , 式 (13) 和 式 (14) 之 一 成 立即 可 . 
【 例 1-34】 设 RLxj 表 示 实 数 集 R 上 的 所 有 关于 z 的 一 元 多 项 式 组 成 的 集合 ,试验 证 : 
多 项 式 的 乘法 运算 对 多 项 式 的 加 法 运算 可 分 配 . 
解 (作为 练习 ). 
【 例 1-35】 设 M,(R) 表 示 实 数 集 R 上 的 所 及 阶 方 阵 组 成 的 集合 ,试验 证 :和 矩阵 的 乘 
法 运算 对 和 矩阵 的 加 法 运算 可 分 配 . 
解 (作为 练习 ). 
10. 吸收 Cabsorptive) 性 
【定义 1-24】 设 * ,* 是 集合 A 上 的 两 个 2 元 代数 运算 , 硅 对 于 任意 x,yEA, 有 
Xx(T° y) = xr(left absorptive property) 1S 
(T° y)x*xx= rx(right absorptive property) ny, 
则 称 * 运算 对 * 运 算 可 吸收 . 
如 果 x* 和 。 是 集合 A 上 的 两 个 可 交换 的 2 元 代数 运算 , 则 x* 运算 对 * 运 算 可 吸收 只 需要 
满足 式 (15) 或 式 (16) 即 可 ,但 吸收 性 本 号 不 需要 * 和 °。 可 交换 . 
【 例 1-36】 实数 集合 R 上 的 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 不 可 吸收 ,因为 不 满足 对 于 任 
意 X,yER, 有 x。，(zx 十 y)= 二 文 . 
11. 德 . 摩根 (De Morgan，1806 一 1871 ) 律 
【定义 1-25】 设 。 是 集合 A 上 的 1 元 代数 运算 ,x* 和 。 是 A 上 的 两 个 2 元 代数 运算 , 右 
对 于 任意 x,y€EA, 均 有 下 面 两 个 等 式 成 立 
ee (ZIZxy) 一 (seZ)。(ey) CLF 
ee (Troy) 一 (se 人 ZL) 关 (eey) (18) 
则 称 这 三 种 运算 满足 De Morgan 律 . 
【 例 1-37】 非 负 实数 集合 上 的 开 算 术 平 方 根 运 算 , 与 其 上 的 加 法 运算 、 乘 法 运算 不 满 
足 De Morgan 律 ,因为 对 于 某 些 z,yER, 有 wz。y 天 wz 十 Vy. 
人 们 已 经 知道 了 运算 可 能 具有 的 常见 性 质 , 在 特定 的 数学 结构 中 ,还 会 出 现 一 些 别 的 运 
算 性 质 , 如 定理 2-3 中 的 结论 ,在 此 不 一 一 列举 了 . 
上 面 介 绍 了 运算 的 定义 及 性 质 .在 实际 应 用 中 ,可 能 会 有 几 种 运算 同时 出 现 的 情况 ,这 
时 请 注意 括号 的 添加 ,当然 为 了 方便 起 见 可 以 约定 运算 的 顺序 ,参见 有 关 的 C 程序 设计 语 
言 教材 ” . 
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站 题 1.3 


分 别 判 定 取 绝对 值 运算 外 、 加 法 运算 十 ,减法 运算 一 、 取 大 运算 max、 取 小 运算 min 


是 否 为 目 然 数 集合 N 上 的 代数 运算 . 


2. 
. 设 A=={a,b,c), 求 出 A 上 的 2 元 代数 运算 的 个 数 . 
. 将 十 进 制 数 365 转换 成 八进制 . 

.分别 计 算 16(mod 3) ,一 16(mod 3),0(mod 3). 

. 利用 素 因 数 分 解 计算 gcd(36, 48) 和 lcm(36,， 48). 
‘a 


OO Oo 二 0 


证 明 : 集合 A={3”|nE€N} 关 于 数 的 加 法 运算 不 封闭 . 


使 用 欧 几 里 得 算法 ,计算 gcd(14, 158) 并 求 出 整数 x 和 yy 使 得 gcd(14, 158)= 


14Zz 十 158y. 


8. 


设 A 二 {1,2,3), 试 根据 所 给 定 的 运算 表 1-6 和 表 1-7 分 别 讨论 其 震 等 性 .交换 性 以 


及 是 否 有 单位 元 素 , 右 有 ,请 指出 A 中 各 元 系 的 逆 元 系 . 


表 1-6 表 1-7 
3 x 3 
3 1 3 
3 2 2 
2 3 3 
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整数 集合 Z 上 的 取 大 运算 max 和 取 小 运算 min 相互 可 吸收 . 试 证 明之 . 


10. 设 RLzj 表 示 实 数 集 R 上 的 所 有 关于 z 的 一 元 多 项 式 组 成 的 集合 ,试验 证 : 

(1) 多 项 式 的 加 法 运算 和 多 项 式 的 乘法 运算 均 满 足 结合 

(2) 多 项 式 的 乘法 运算 对 多 项 式 的 加 法 运算 可 分 配 . 

11. 设 M,(CR) 表 示 实 数 集 R 上 的 所 及 阶 方 阵 组 成 的 集合 . 

(1) 试验 证 :和 矩阵 的 乘法 运算 对 和 矩阵 的 加 法 运算 可 分 配 . 

(2) M,(R) 关 于 和 矩阵 乘法 的 单位 元 素 是 什么 ? M,(CR) 中 哪些 元 素 关 于 乘法 运算 有 逆 元 ? 

12. 令 Z. 一 (0,1,2,…,7M 一 1),Z 上 的 两 个 2 元 运算 分 别 是 模 m 的 加 法 运算 “十 。” 和 
模 m 的 乘法 运算 ”。,”, 定 义 如 下 : 任意 zy,yEZ,Zz 十 wy 一 (z 十 y)mod mysX*my 二 (xy) 


mod m. 


(1) 写 出 关于 十 和。 的 运算 表 . 

(2) 证 明 ，。… 运 算 对 十 ,运算 可 分 配 . 

13. 试验 证 : Z 关 于 加 法 运算 十 和 减法 运算 一 均 没 有 零 元 素 , 而 Z 关于 乘法 运算 ”。” 
的 零 元 系 为 0. 

14. 试 举 例 说 明 ,映射 的 复合 运算 ”。 "不 具有 消去 性 . 

15. 令 G 表示 和 集合 S={1,2,3} 上 所 有 置换 组 成 的 集合 . 

(1) 列 出 G 关于 复合 映射 %。” 的 运算 表 . 

(2) 指出 G 关于 复合 映射 ”的 单位 元 素 及 G 中 每 个 元 素 的 逆 元 . 
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1.4 集合 的 运算 
最 第 见 的 集合 运算 是 并 运算 、. 交 运算 和 补 运算 . 
1.4.1 并 运算 


【定义 1-26】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A 和 B 的 并 集 (union)A UB 定义 如 下 : 
AUB=(zlzEA 或 xE B) 

集合 A UB 就 是 将 集合 A 与 B 中 元 素 全 部 取出 来 构成 的 集 
合 , 也 可 以 说 为 A 十 B, 在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-8 中 的 阴影 部 分 . 

显然 ,集合 的 并 运算 是 P(U) 上 的 2 元 封闭 运算 , 即 U ;PP(U)Xx 
P(CU) 一 PCU) ,在 不 强调 运算 所 依赖 的 集合 P(U) 时 ,就 说 成 是 集 

图 1-8 合 的 并 运算 ,这 是 大 家 所 默认 的 . 

【定理 1-16】 设 A 和 忆 是 集合 , 则 AUB 是 包含 集合 A 和 集合 B 的 最 小 集合 . 

证 显然 ,A UB 二 A 有 是 A UBSB. 令 C 是 任意 一 个 包含 A 和 B 的 集合 , 即 C 二 A,C 和 >B， 
这 时 有 CC 二 AUB, 也 就 是 说 AUB 比 CC 小 ” 

显然 ,有 下 列 结论 : 

【定理 1-17】 设 A,B,C 是 集合 , 则 

(1) A UA==A( 客 等 律 ); 

(2) AUB=BUA( 交 换 律 ) ; 

(3) (AUB) UC==AU (BUO)( 结 合 律 ); 

(4) AUSL = 区 UA=A( 空 集 好 是 并 运算 局 的 单位 元 ) ; 

(5) A UU=U UA=U (全 集 U 是 并 运算 UU 的 零 元 素 ). 

两 个 集合 的 并 运算 可 以 推广 到 更 多 个 集合 的 并 运算 . 设 A;(1 夺 in) 是 集合 , 则 


n 


中 A:=AUAU…UA,=={z|xEAi, 或 XE As,…, 或 x € A,) 


还 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 | jA;, 其 中 了 是 指标 集 ,如 【A;. 
iETI zi 一 1 


【 例 1-38】 设 f:A 一 B, 对 于 任意 XS 和 A,Y CA, 证 明 :f(X UY)=f(X) UFCY7). 

证 因为 XCXUY, 显 然 有 f(X) 导 fA(X UY), 同 样 道理 ,f(Y) 己 f(X UY), 进 而 有 
f(X) Uf(Y) 和 fA(X UY. 下面 证 明 :;f(X UY) 魏 f(X) UfCOY). 

对 于 任意 CE f(X UY), 必 存在 aE XUY, 使 得 6 二 f(a). 这 时 ,aEX 或 a EY. 大 aE 
XX, 则 5 二 f(a)€Ef(X); 若 aE€EY, 则 65==f(a)€Ef(Y). 因 此 ,bE ff(X) Uf(Y). 于 是 ， 
f(XUY EFX) UFOY). 

由 1. 1 节 定 理 1-3 知 ,f(XUY)=f(X) UfCY). 


1.4.2 交 运 算 


【定义 1-27】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A 和 B 的 交集 (intersection)A 门 B 定 义 如 下 . 
ANMB={rx|xEAHxEB) 
J 


集合 A 门 B 就 是 将 集合 A 与 BB 中 所 有 公共 元 素 取 出 来 构成 的 集合 ,也 可 以 记 为 A. 了 B 
或 AB ,在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-9 中 的 阴影 部 分 . 

【 例 1-39】 设 集合 到 三 ((1,4}， (2,3)}) ,ro 一 {({(1)， (2,3,4))， 
计算 集合 x={(XIX 非 空 , 且 X=AmB,AEmm ,BE )}. 

解 r 一 ({(1)，, (4}， (2,3)). 

可 以 证 明 : 

【定理 1-18〗】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A 门 B 是 包含 在 集合 A 和 图 1-9 
集合 B 中 的 最 大 集合 . 

证 显然 ,A[1BCA 且 A 人 BCB. 令 C 是 任意 一 个 包含 在 A 和 B 的 集合 , 即 CCA， 
CCB, 这 时 有 CCA 门 B, 也 就 是 说 AN 门 B 比 C“ 大 ”. 

显然 ,有 下 列 结 果 : 

【定理 1-19】 设 A,B,C 是 集合 , 则 

(1) A 门 A=A( 窜 等 律 ). 

(2) A 门 B=B 门 A( 交 换 律 ). 

(3) (A 门 B) 门 C=A 门 (B 门 0) (结合 律 ). 

(4) A[IU=U[1A==A( 全 集 U 是 交 运 算 [| 的 单位 元 素 ). 

(5) A[(1 儿 = 二 站 A 一 ( 空 集 名 是 交 运 算 站 的 零 元 素 ). 

两 个 集合 的 交 运 算 可 以 推广 到 更 多 个 集合 的 交 运 算 . 设 A;(1 二 i 二 n) 是 集合 , 则 


站 4A=A4Anan…na,={zlzEA, 且 rzEA，… 且 zEA) 
还 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 f 1A,, 其 中 工 是 指标 集 . 
iEI 


【 例 1-40】 设 f:A 一 B, 对 于 任意 匀 和 A,Y CA ,判定 fA(X 门 Y)==f(X) 门 f( 了 了 是否 成 
六 ,说 明理 由 . 
解 (作为 练习 ). 
下 面 的 定理 讨论 的 是 并 运算 与 交 运 算 之 间 所 满足 的 性 质 . 
【定理 1-20】 设 A,B,C 是 集合 , 则 
[ua UB)= 二 A( 门 对 UU 可 吸收 ) 
AU(UANMB)==A(U 对 门 可 吸收 ) 
(UG UCO)==(ANMmB)UCANO CO 对口 可 分 配 ) 
AUBNMNO=(AUB) NCAUO)(U 对 门 可 分 配 ) 
【 例 1-41】 对 于 集合 A,B, 证 明 下 列 3 个 命题 等 价 : 
(1)ACDPB; 
(2) A (1B=A; 
(3) AUB=B. 
证 由 (1) 推 (2) :显然 有 A1fiBSA. 对 于 任意 zEA, 由 已 知 条 件 ASB, 有 xzE 刀 ,进而 
EANMmB, 于 是 ACA 门 B. 因 此 ,A 门 B=A. 
由 (2) 推 (1) :因为 A 站 BESEB, 而 已 知 A 站 B=A, 所 以 ASB. 
类 似 地 可 以 证 明 (1) 与 (3) 等 价 . 
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1.4.3 补 运 算 


【定义 1-28】 设 U 是 全 集 ,对 于 集合 A, 定 义 A 的 补 集 (complement)A 如 下 : 
A={x|xEU, 但 x&¢A} 

由 补 运 算 的 定义 可 知 , 一 个 集合 的 补 集 依赖 于 全 集 的 选取 . 

【 例 1-42】〗 设 集合 A= 二 (a,b,c}) ,分 别 取 全 集 U={a,b,c,d} 和 U={a,b,c,{a,b0)， 
{6,c},{{c)})), 求 A. 

解 若 U={abed})y 则 A={d}y 若 U={wbyes {darby (bels {tte}}}s 则 和 A= 
(tasb0} DC AAACc 

求 A 的 补 集 符号 A 是 由 罗素 等 人 大 约 在 1900 年 引入 的 ,集合 
A 在 文 氏 图 中 的 表示 如 图 1-10 中 的 阴影 部 分 . U 

显然 , 补 运算 具有 对 合 性 ;二 A. 下 面 的 定理 是 重要 的 , 它 是 经 C1 ) 
典 集合 特有 的 一 条 性 质 , 称 为 排 中 律 . 

【定理 1-21】 设 A 是 集合 , 则 A 的 补 集 A 满足 : 

(1) AUA=U; 人 

(2) ANA=Y. 

结合 图 1-10 很 容易 理解 上 述 定理 , 它 说 明 对 于 全 集中 的 任意 元 素 x,xKA 当 且 仅 当 
XEA, 即 x€EA 或 TEA 必 居 其 一 ,只 能 具有 “ 非 此 即 彼 ” 二 元 性 ,不 具有 “ 亦 此 亦 彼 ” 中 间 过 
渡 性 . 

集合 的 补 运算 和 集合 的 并 交 运 算 满 足 De Morgan 律 . 

【定理 1-22】 设 A,B 是 集合 , 则 : 

(1) AUB=ANB; 

(2) ANB=AUB. 

证 (作为 练习 ). 

有 些 与 整数 nn 有关 的 结论 的 证 明 可 以 使 用 数学 归纳 法 ,其 有 效 性 是 显然 的 . 

第 一 数学 归纳 法 (first mathematical induction) 设 nw 是 整数 0, 给 定 一 个 关于 整数 n 三 
no 的 命题 P(z) ,后 

(1) 归纳 基础 P(no) 成 立 . 

(2) 归纳 步骤 对 任意 的 z 字 zx ,由 Pn 一 1) 成 立 可 以 得 出 P(n) 成 立 . 

则 对 于 任意 n 三 wo 均 有 Pn) 成 立 . 

第 二 数学 归纳 法 (second mathematical induction) 设 加 是 整数 ,给 定 一 个 关于 整数 7 之 
no 的 命题 P(7z) , 硬 

(1) 归纳 基础 PCz ) 成 立 . 

(2) 归纳 步骤 对 任意 的 zz, 由 PCz)、 PC 十 1)、…、P(G2 一 1) 成 立 可 以 得 出 P(n) 成 
立 , 则 对 于 任意 2 过 xz 均 有 PCz) 成 立 . 

推广 的 De Morgan 律 设 A, ,A,,…,A, 是 集合 , 则 

(DD) MUMUUA SANAN NA 


@ 很 多 时 候 zo 三 1. 
. pA | 


(2) AnaA: 站 naA,=AUAU…UA,. 
证 (1) 对 使 用 数学 归纳 法 . 当 2=2 时 ,结论 显然 成 立 . 假设 2 一 1 时 结论 成 立 ， 
由 于 
AiUA:U…UA,=(AUAU…UA， )UA， 

-A AU UA NA, 
=(ANAN…NA)NA, 
=AifNA,N-.…NA.,. 

(2)( 留 作 练 习 ) 

集合 的 U , 门 ， 运 算 的 重要 性 质 列举 如 下 : 

(1) A 二 A( 对 合 律 ); 

(2) AUA=A,A 门 A=A (和 宕 等 律 )， 

(3)AUB=BUA,AN 门 B=B 人 站 A (交换 律 ); 

(4) (AUB) UC=AU(BUO), (ANB)NC=ANGGBNMC) (结合 律 ); 

(5)AU(UANMB)=A,A 站 (A UB)==A( 吸 收 律 ); 

(6) AU(BNMNO=(AUB)NGAUO,ANGBGUO=(ANB) UANO (EE 和 SL); 

(7) AUA=U,A 首 A= 名 (有 补 律 : A 有 补 元 A); 

(8) AUB=AN 门 B,A 门 B=AUB( 德 . 摩根 律 ); 

(9) AUG=gUA=A4A, AnU=UnA=ACU ,有 有 单位 元 ); 

(10) AUU=UUA=U, ANMG=N 门 A=O(U, 首 有 零 元 ). 

上 面 列举 的 性 质 (7) 可 以 称 为 有 补 律 . 

下 面 再 介绍 集合 的 差 运 算 和 对 称 差 ( 环 和 ) 运 算 . 


1.4.4 差 运 算 


【定义 1-29】 集合 A,B 的 差 集 (subtraction) 定 义 如 下 : 
A—B={x|xEA 有 Bxr¢EB} 

集合 A 一 B 就 是 从 集合 A 中 去 掉 属 于 B 的 元 素 , 在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-11 中 的 左 
边 阴影 ,而 右边 阴影 部 分 是 B 一 A. 

【 例 1-43〗 设 A={a,b,c},B= 二 {6,c,d,e,f}, 分 别 计算 
A 一 B 和 B 一 A. 

解 A 一 B={a},B 一 A={d,e,f}. 

显然 ,A 一 B 关 B 一 A, 即 集合 的 差 运 算 不 满足 交换 律 . 对 满足 什 
么 条 件 的 集合 A,B,A 一 B==B 一 A 成 立 , 请 大 家 思考 . 

【 例 1-44】 计算 R 一 Q, 其 中 R 是 实数 集合 ,Q 是 有 理 数 集合 . 

解 ” R 一 Q= 二 {x|x 是 无 理 数 ). 

显然 ,A 二 U 一 A. 鉴于 补 运算 本 身 的 特殊 性 ,我 们 才 单 独 讨论 补 运算 .下 面 的 定理 是 有 
关 差 运算 的 重要 结论 . 

【定理 1-23】 对 于 集合 A,B, 有 A 一 B==A 门 B. 

证 (1) 先 证 明 A 一 BCAN 门 B: 任 意 zEA 一 B, 根 据 差 运算 的 定义 知 zEA 且 x FB, 这 


U 


2 
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时 xzEA 且 zEB, 于 是 zxEA 站 B, 因 此 有 A 一 BSAD 门 B. 

(2) 再 证 明 A 门 BCA 一 B: 任 意 xEANMmB, 这 时 XEA 有 晶 XxEB, 于 是 IEA 有 日 xfB, 根 
据 差 运算 的 定义 知 zEA 一 B, 所 以 有 A 门 BCA 一 B. 

由 (1) 和 (2) 知 ,A 一 B=A 门 了 B. 

利用 上 述 定理 ,可 以 方便 地 证 明 一 些 与 差 运算 有 关 的 题目 . 

【 例 1-45】 对 于 任意 集合 A,B,C, 证 明 :(A 一 B) 一 C=A 一 (BUC). 

证 (A 一 B) 一 C=(ANMB)—C=(ANMB)NMC=ANM(GBNMO) 

=ANBUC=A—(BUC). 

【 例 1-46】 设 A,B 是 集合 ,证 明 :ACB 当 且 仅 当 A 一 B= 2. 

证 (作为 练习 ). 

【 例 1-47】 对 于 任意 集合 A,B,C, 找 出 使 下 列 等 式 

(4A 一 B) U(A 一 C) 王 好 

成 立 的 最 简单 的 充 要 条 件 . 

解 因为 (A 一 B) U(A 一 C)==(ANB)U(WUNC)= AN(GBUC)=ANBNMC=A— 
(B 门 0), 由 已 知 条 件 有 A 一 (8B 门 0)== 儿 .A 一 (B8 门 0)= 名 的 充 要 条 件 是 ACSBNMC. 


1.4.5 对 称 差 运算 


【定义 1-30】 集合 A,B 的 对 称 差 (symmetric difference) 定 义 如 下 : 
A@BB=(A—B) U(CB 一 A) 

集合 的 对 称 差 运算 又 可 称 为 环 和 和 (cycle sum) 运 算 , 它 是 针对 运算 符号 而 言 的 . 

集合 A 旨 B 在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-12 中 的 两 个 对 称 的 差 
A 一 B 与 B 一 A 的 并 . 

从 文 氏 图 容易 看 出 

ADBB= (AUB)—(ANB) 

【 例 1-48】〗】 设 A={a,b,c},B= 二 {b,c,d,e,f}) ,计算 AB. 

解 因为 A 一 B=={a},B 一 A 二 {d,e,f}, 所 以 A 划 B= 
‘wd vet 

集合 的 对 称 差 运算 具有 以 下 性 质 . 

【定理 1-24】 对 于 集合 A,B, 有 : 

(1) ADBB= BOA:; 

(2) APDYLG=A; 

(3) ADA= 82; 

(4) (ABPBB) PBC=ADBBDPO). 

证 〈 略 ). 

【 例 1-49】 对 于 任意 集合 A,B,C, 若 A 由 B=A 由 C, 则 了 =C, 试 证 明之 . 

证 ”因为 A 引 B=A 引 C, 所 以 A 引 (4A 引 B)=A 旨 (4A 引 CC). 由 对 称 差 运 算 的 性 质 (4) ,有 
(4 由 4) 外 B=(A 由 4A) 由 C ,再 使 用 性 质 (3) ,有 弛 由 B= 世 由 C. 最 后 由 性 质 (2) 得 出 也 =C. 

关于 对 称 差 运算 的 性 质 (3) ,我 们 有 更 进一步 的 结论 . 

【 例 1-S0】 设 A,B 是 集合 ,证 明 :AB= 名 当日 仅 当 A=B. 
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证 奉 A==B, 则 由 性 质 (3) 知 ADB= 名 . 反 过 来 ,大 A 了 DB== 名 ,因为 ADB= (A 一 B)U 
(B 一 A), 所 以 A 一 B= 二, 且 B 一 A 二 名, 于 是 ACB 且 BCA, 从 而 有 A=B. 
可 以 考虑 集合 的 交 运 算 以 及 并 运算 与 对 称 差 运算 之 间 的 关系 . 
【 例 1-S1】 设 A,B,C 是 集合 , 则 
(1) AN(BOBOC)=(ANMmB) 甸 (A 门 0O)( 门 对 外 可 分 配 ). 
(2) 举例 说 明 A U (BC0)= 二 (AUB) 外 (A UC) 不 成 立 (U 对 铁 不 可 分 配 ). 
解 〈 留 作 练习 ). 
思考 “还 能 给 出 集合 的 其 他 运算 吗 ? 计算 机 如 何 做 这 些 运算 ? 
提示 AUB,AmB,A 一 B,A 四 B( 部 分 参见 习题 1.4 的 第 11 题 ). 
容 斥 厚 理 (inclusion-exclusion principle) 是 加 法 原理 的 推广 形式 . 
容 斥 原理 设 A,B 是 有 限 集 合 , 则 |A UB|=|A| 十 |B| 一 |A Bl. 
该 原理 可 以 从 文 氏 图 直观 理解 , 它 的 另 一 种 形式 是 : 
容 斥 原理 的 另 一 种 形式 ” 设 A,B 是 有 限 集 合 , 则 
IANMBI=|U|I 一 |A| 一 |B| 十 |A mB| 
证 因为 AMmMB=AUB, 而 |AUB|=|IU| 一 |AUBI. 
【 例 1-52】 计算 由 1,2,3,…,nln 宇 4) 做 成 的 1 与 2 不 相 邻 且 3 与 4 不 相 邻 的 全 排列 个 数 . 
解 ” 由 1,2,3,…,n(n 宇 4) 做 成 的 全 排列 是 全 集 U. 显然 ,1U|==n1. 令 A,B 分 别 表示 
U 中 1 与 2 相 邻 ,3 与 4 相 邻 的 全 排列 组 成 的 集合 , 则 

IA|=|B|=2(x 一 1)1,|A[(IB|=4(n—2)1 

而 所 求 的 满足 条 件 的 排列 个 数 为 |A 门 B1, 于 是 有 
IANMB|I=|IU|I—|1A|—|BI+|ANMB|=n! 一 2。2(2 一 1)1 二 4(n 一 2)1 
二 (nn 一 5n 十 8)(n 一 2)1 
推广 的 容 斥 原理 ” 设 A ,A,,…,A, 是 集合 , 则 
AUA UUAl= 2 IA >，|AnaAI+ >》 |ANAjNA, 


1<i<j<n 1<i<j<k<n 


= A 
由 于 |AiNnAs 门 … 门 A,|==|A1UA;U…UA,|, 于 是 有 下 述 结论 
推广 容 斥 原理 的 另 一 种 形式 设 Ai , A, 9 人。 是 集合 , 则 


NBNENAII0 AI+ DANA DD IANANA 


1<i<j<n 1<i<j<k<n 


+ 二 DANA NNA,l. 


站 题 1.4 


1. 设 全 集 U= (ay, pc， 和 g,hh}, 令 集合 A, B,C,D 分 别 为 A= 二 {a,b,c,g}， 
B={d,e,f,g} ,C= (a,c, f}, {f,h}. 分别 计 算 (1)A UB; (2)BNC; (3)A 一 DD; 
(4) (A NB)—C; (5)D:; 四 (DANBUO; (WAUD—C; (WAUC; (OAUBUC 

2. 设 ACC 且 BCC, 则 AUBCC, 进 而 A[1BCC. 

3. 证 明 德 。 摩 根 (De Morgan) 律 . 
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4. 对 于 集合 A,B ,证明 : ASB 当 且 仅 当 了 BSA. 

5. 设 f:A 一 B, 对 于 任意 和 A 及 YSA, 证 明 :FCXfY7SEFGX) (人 f(Y). 一 般 来 说 ， 
f(XN 站 YD 关 f(X) 站 7FGY7) ,举例 说 明之 . 

6. 对 于 任意 集合 A,B,C, 证 明 :(A 一 B) 一 C=(A 一 0C) 一 B. 

7. 设 A,B,C 是 集合 ,下 列 命题 是 否 成 立 , 为 什么 ? 

(1) 若 AUB=AUC, 则 B=C; 

(2) 车 AMmB=A 门 C, 则 B=C; 

(3) 若 AUB=AUC 有 HANMB=ANMC, 则 B=C. 

8. 对 于 任意 集合 A 和 B ,证明 . 

(1) P(A) NP(B)=P(A NB); 

(2) P(A) UP(B)CP(AUB), 并 举例 说 明 P(A) UP(B)= 二 P(A UB) 不 成 立 . 

9. 设 A,B 是 集合 ,证 明 ; ACB 当 且 仅 当 A 一 B= 人. 

10. 对 于 任意 集合 A,B,C, 分 别 找 出 使 下 列 等 式 成 立 的 最 简单 的 充 要 条 件 : 

(1) (A—B) U(A 一 C) 一 A; 

(2) (A 一 B) 站 (A 一 C) = 他; 

(3) (A—B)DB(A—C)=8. 

11. 设 A,B 是 集合 ,定义 多 ( 环 积 ,cycle product) 运 算 如 下 : 

A®B= A@BB 
证 明 : A@B==(A UB) 个 (A UB), 并 讨论 多 运算 具有 的 性 质 . 

12. 对 于 任意 集合 A,B 和 C ,证 明 . 

(1) AN(BBOC)= (ANMNB)PBANMO); 

(2) (BBC) MMA= (BNMNA)BCNA). 

13. 设 A,B,C 是 集合 ,举例 说 明 A U(B 外 0)==(A UB) 外 (A UO) 不 成 立 . 

14. 根据 集合 UU 和 门 相互 可 吸收 证 明 UU 和 门 满 足 突 等 性 . 

15. 设 A,B,C 是 集合 ,利用 两 个 集合 的 容 斥 原理 证 明 : 

[AUBUCI=(CAI+I BIT+IC |) 
| 
能 推广 到 更 一 般 的 n 个 集合 的 情形 吗 ? 

16. ( 错 排 问题 ) 有 1, 2,…, nn 共 n 个 元 素 进行 排列 , 奇 第 i 个 元 素 都 没有 排 在 第 i 位 
置 (i 二 1 ,2,…, nn), 称 这 样 的 排列 为 错 排 (derangement). 利用 7 个 集合 的 容 斥 原理 计算 钳 
排 的 个 数 . 

17. (Euler 函数 ) 对 于 大 于 1 的 正 整 数 n, 奢 7 三 pr pz2… pg ,其 中 pi ,ps，… ,pi 是 不 同 
的 素数 ,7 ,7T2，s 志 是 正 整 数 , 则 


(人 
1.5 集合 的 划分 与 履 益 


集合 的 划分 就 是 集合 元 系 间 的 一 种 分 类 . 在 信息 科学 中 ,对 知识 库 分 类 就 是 集合 的 一 种 
。28 。 


划分 .因此 ,研究 集合 的 划分 具有 特别 重要 的 意义 . 比 集合 的 划分 更 广 的 概念 是 集合 的 窗 盖 . 
这 些 内 容 在 下 草 会 用 到 . 


1.5.1 集合 的 划分 


便 盘 分 区 .实验 分 组 以 及 各 种 分 类 等 都 是 划分 . 

【定义 1-31】 设 A 是 任意 集合 ,x 是 由 A 的 右 干 子 集 组 成 的 集合 . 如 果 下 列 3 个 条 件 
成 立 : 

(1) 对 于 任意 A; Er, 均 有 A; 关 2 ; 

(2) 任意 A;,A;Ex,i 关 j, 有 A, 门 A;=2; 

(3) [| JA;=A. 


A, Er 
则 称 x 是 集合 A 的 一 种 划分 (partition). 
由 集合 A 的 划分 x 的 定义 知 ,x 是 由 A 的 非 空子 集 组 成 的 集合 ,其 中 任意 两 个 不 同 子 集 是 
不 相交 的 ,而 所 有 这 样 的 子 集 的 并 就 是 集合 A ,元 wip 13. 
需要 说 明 的 是 ,定义 1-31 中 的 集合 A 被 称 为 论 ER 
情况 下 A 是 非 空 集合 . 为 了 以 后 讨论 的 方便 ， gl WG 
则 约定 A 的 划分 不 存在 , 即 A 的 划分 为 空 
集合 A 的 划分 x 中 的 每 个 元 素 称 为 划分 的 一 个 块 (block 
或 cell). 
【 例 1-53】 设 A={a,b,c) ,容易 验证 {{a,b),{c)} 是 集合 A 的 划分 . 实际 上 ,集合 A 的 
所 有 不 同 的 划分 分 别 为 
ri 一 ttaypcf， 7 一 ttayoytc+， Ts 一 ttaychy (0?}, 
mx 一 tftcyply ta ， Ts 一 tttONy tc 
【 例 1-54】 设 A={a,b,c,d), 求 出 集合 A 的 所 有 不 同 的 划分 (作为 练习 ). 
【 例 1-55】 设 A={a,b,c,d,e,f,g,h} ,考虑 下 列 A 的 子 集合 : 
Ail={a,b,csd,se}, A,=‘d,e,fsgsh}, A;s=i\ia,d,e}, 
As={ib,c,f}, As=i\g,h} 
则 {Ai,A;} 不 是 A 的 划分 ,因为 cE Ai[1As 关 名 ;{A;,As}) 不 是 A 的 划分 ,因为 g& A;UAl; 
{A;,As ,As}) 是 A 的 划分 . 
【 例 1-56】 对 于 整数 集合 Z, 令 A 是 所 有 偶数 组 成 的 集合 ,A, 是 所 有 奇数 组 成 的 集 
合 , 则 {A1i,A;}) 是 Z 的 划分 . 
【定理 1-25】 设 集 合 A 有 两 种 划分 zi 二 {A;1iET) 和 zx 二 1B;17EJ), 令 所 有 满足 
A; 门 B; 关 人 B(iET1,jE7) 的 A; 门 B; 组 成 的 集合 为 x: 
r={Aif\B,|ANB,z2 ,iEI,IET) 
则 zx 是 A 的 一 种 划分 ,该 划分 称 为 划分 zr! 和 x; 的 交叉 划分 . 
证 显然,x 中 元 素 均 非 空 ,对 于 x 中 两 个 不 同 元 素 A;[1B; 和 A[B,, 它 们 的 交 是 名， 
而 x 中 所 有 元 素 的 并 必 等 于 


a.NB)- ( Ua) | ( UpB, )=A 站 A=A 


jEJ 
所 以 ,x 是 A 的 一 种 划分 . 
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还 可 以 定义 更 多 个 划分 的 交 义 划分 , 它 是 粗糙 集 (rough set) 理 论 研 究 中 最 基本 的 内 
容 , 它 与 下 草 介 绍 的 等 价 关 系 密切 相关 . 粗糙 集 理论 是 信息 科学 中 基于 不 完整 数据 .不 精确 
知识 的 表达 学习 .归纳 等 一 种 新 的 数学 工具 ,参见 文献 L7，10 |. 

【 例 1-57】 设 集 合 A 有 两 种 划分 zi 二 {A;|1iET} 和 xs 二 4B;|17EJ), 问 mrs 是否 必 
是 A 的 划分 ,为 什么 ? 

解 x 站 x 不必 是 A 的 划分 . 例如 , 取 A={a,b,c,d}, T= 二 {fa,b},{c},{d})},x, 二 
{{a,0}),{c,d)), 显 然 Tm 和 xs 是 集合 A 的 划分 ,而 zm 站 xz 二 44a,6b)} 不 是 集合 A 的 划分 . 

给 定 集 合 A 的 两 种 划分 x 二 {Ai;1iET) 和 z= 二 1B;17 EJ 了 ), 硅 对 于 任意 A; Ei, 均 存在 
B; Ex, 使 得 A; 导 B; 成 立 , 则 称 划 分 x 是 的 加 细 划 分 . 

显然 ,由 定理 1-25 知 和 zs 的 交叉 划分 分 别 是 x 和 x 的 加 细 划 分 . 要 获得 一 个 划分 
的 加 细 , 只 要 把 划分 的 块 划分 成 更 小 的 一 些 块 即 可 . 例如 ,学院 学 生 分 成 年 级 学 生 ,年 级 学 生 
又 可 分 成 在 干 班 , 后 者 就 是 前 者 的 加 细 . 

最 后 介绍 一 个 有 限 集 合 的 所 有 划分 个 数 问 题 ,希望 大 家 有 所 了 解 . 

由 例 1-53 知 ,在 |A|=3, 则 A 的 所 有 不 同 的 划分 个 数 为 5. 事实 上 ,在 |A|=4, 则 A 的 
所 有 不 同 的 划分 个 数 为 15. 

设 1A|= 二 =n 宇 1, 下 面 考虑 A 的 所 有 不 同 的 划分 个 数 N (n). 

令 S(n,k) 表 示 将 nn 个 元 素 集 合 划 分 成 & 个 块 的 方案 数 , 称 S(n,k) 为 第 二 类 Stirling 
数 , 显 然 


N(n) = >， SQn,k) 


且 有 下 列 等 式 成 立 ( 其 证 明 作 为 练习 ): 

(1) S(n,1)=1; 

(2) S(n,.n)=1; 

(3) S(n,2)=2"!1—1. 

下 面 先 给 出 一 个 关于 S(n,k) 的 递 推 关 系 . 

【定理 1-26】 对 于 ”1, 下 列 关 于 S(n,k) 的 弟 推 关系 成 立 : 

S(n,k) = S(n—1,k—1)++kS(n— 1,k) 

证 设 A=(zz，…z) ,取出 A 中 的 一 个 元 素 x1 ,将 A 划分 成 & 个 块 分 两 种 情况 
讨论 : 

(1) zi 独 在 一 个 块 中 ,其 方案 数 为 S(n 一 1,k 一 1); 

(2) zi 不 独 在 一 个 块 中 ,这 相当 于 将 剩 下 的 n 一 1 个 元 素 划 分 成 & 个 块 , 有 S(n 一 1,k) 
种 方案 数 ,再 将 zx 放 在 其 中 一 个 块 中 ,有 种 方式 . 因此 ,此 种 情况 的 划分 方案 数 为 
kS(n—1,k). 

根据 加 法 原理 ,有 S(n,k) 二 Sn 一 1,k 一 1) 十 kS(n 一 1,k). 

由 定理 1-26 中 的 递 推 关 系 可 得 N(1)==1,N(2)==2, N(3)==5, N(4)==15, N(5)==52. 


1.5.2 集合 的 覆盖 


集合 的 窗 益 推广 了 集合 划分 的 概念 ,其 定义 如 下 . 
【定义 1-32】 设 A 是 集合 ,如 朱 这 些 非 空子 集 的 并 集 等 于 A, 则 由 A 的 右 干 非 空 子 集 
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构成 的 集合 称 为 A 的 覆盖 (covering). 

集合 A 的 宪 盖 不 必要 求 两 个 不 同 的 子 集 不 相交 . 所 以 ,集合 A 的 划分 是 集合 A 的 宪 
冀 , 但 反 过 来 不 成 立 . 

【 例 1-58】 设 A=(a,b,c), 则 (ta,6b},46b,c)} 是 A 的 窗 盖 ,但 不 是 A 的 划分 . 

你 能 写 出 集合 A 二 {a,b,c) 的 所 有 不 同 的 窗 盖 吗 ? 在 |A|=2 则 A 的 所 有 不 同 的 获 善 
数目 是 多 少 ? 参见 参考 文献 L6 1. 


站 题 1.5 


1. 设 A= 二 {a,b,c,d}), 求 出 集合 A 的 所 有 不 同 的 划分 . 
2. 对 于 整数 集合 Z, 令 
A = {3k|kEEZ}), A,= {3 二 1|kEZ}, A, = {3 二 +2|kEZ) 

则 {Ai ,A;,A;}) 是 2Z 的 划分 . 试 证 明之 . 

3. 设 x 二 {Ai1i€E7T) 是 集合 A 的 一 种 划分 ,对 于 集合 B, 所 有 A;[1B 关 名 的 A;{1B 组 成 
的 集合 是 A [1B 的 划分 . 试 证 明之 . 

4. 设 集 合 A 有 两 种 划分 x 二 {A;|1iET) 和 x 二 1B;1jEJ), 问 x Ux 是 否 必 是 A 的 划 
分 ,为 什么 ?zx 一 xs 呢 ? 

5. 证 明 : 设 nn 三 1, 则 

(1) S(n,1)=1; 

(2) S(n,n)=1; 

(3) S(n,2)=2” 一 1. 

6. 设 A={a,b,c,d,e,f,gsh,i,j}, Ai 一 (aocyd， As, ={e,f,2}, As={d,e,p,i}, 
Ai 一 td) AS 一 人) ,As 王 (a,b,c,，f, 有 hj?, 分 别 判定 下 列 集合 是 否 是 A 的 划分 、 
禾 新 : 

(1) {Ai,A,,A;}; 

(2) {Ai,A,,As}:; 

(3) {A;, A}; 

(4) ‘A,,A;,,A,}. 

7. 写 出 集合 A 二 {a,6} 的 所 有 不 同 的 覆盖 . 


1.6 集合 的 对 等 
下 面 讨论 集合 的 对 等 , 它 是 集合 间 的 男 一 种 关系 . 通过 集合 对 等 以 及 相关 内 容 的 学 习 ， 
加 深 对 果 数 概念 的 理解 ,提高 正确 使 用 困 数 工具 作为 研究 手段 的 能 力 . 
1.6.1 集合 对 等 的 定义 


【定义 1-33】〗 设 A,B 是 集合 , 硅 存 在 一 个 A 到 B 的 双 射 , 则 称 集合 A 和 B 对 等 , 记 为 
i 
【 例 1-59】 目 然 数 集合 N 与 其 中 的 所 有 侦 数 组 成 的 集合 上 对 等 , 试 证 明 . 
| 


证 令 F:N 一 民 ,FCz) 王 27z, 则 太 是 N 到 瑟 的 双 射 ,所 以 N 一 开 . 
【 例 1-60】 试 证 明 : (0,1) 一 RR. 

证 令 jF:(0,1) 一 R,FCz) 一 tan (x 一 1/2)x. 显 然 f 是 双 射 . 

【 例 1-61】 试 证 明 : N 一 NXN. 

证 ”可 按 如 下 第 头 方 辐 建立 一 个 N 与 NXN 的 一 一 对 应 : 


(0,0) (0,D) 一 (0.2) (0,3)—(0,4) ... 


(1,0) (1,1) (2) (3) 0,4) ... 


(20) QD) 22) CQ3) (QA4) 


(3,0) (3,1) (G3,2) (3,3) (3,4) … 


(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) … 


【定理 1-27】 集合 对 等 关系 是 等 价 关 系 (等 价 关 系 见 第 2.5 节 ): 

(1) A 一 A; 

(2) 夺 A~B, 则 B~A; 

(3) 若 A~B 且 B~C, 则 A~C. 

证 (1) A 上 的 恒 等 映 射 是 A 到 A 的 双 射 . 

(2) 因为 A~B, 于 是 存在 A 到 B 的 双 射 f. 显 然 , 广 ' 是 B 到 A 的 双 射 ,所 以 ,B 一 人 A. 

(3) 由 已 知 ,存在 A 到 B 的 双 册 f,B 到 C 的 双 射 ,显然 ,fg 是 A 到 C 的 双 射 ， 
故 A 一 C. 

思考 ”关于 对 等 关系 的 等 价 类 是 什么 ? 


1.6.2 无 限 集合 


有 了 集合 对 等 的 概念 , 束 可 以 给 出 无 限 集合 及 有 限 集 合 的 严格 定义 . 无 限 集合 在 很 多 
问题 的 深入 讨论 中 会 用 到 . 

【定义 1-34】 设 A 是 集合 , 厂 A 存在 一 个 子 集 与 目 然 数 集合 对 等 , 则 称 A 为 无 限 集合 
(infinite set) ,否则 称 A 为 有 限 集合 (finite set). 

【 例 1-62】 目 然 数 集合 本 喘 是 无 限 集合 . 

【 例 1-63】 [0 ,1 是 无 限 集合 , 试 证 明 . 

证 显然 , {0,1,1/2,1/3,… ,1/n,…} 守 [0,1]. 而 {0,1,1/2,1/3,…,1/n,…} 一 N, 因 
此 ,[0,1j] 是 无 限 集合 . 


1.6.3 集合 的 基数 


在 第 1. 1 节 中 已 经 定义 了 有 限 集合 的 基数 :有 限 集 合 A 的 基数 就 是 A 的 元 系 个 数 , 因 
为 0 一 包 ,1 一 { 包 ) ,2 十 1 一 2U {n). 借助 于 集合 对 等 概念 ,可 以 将 其 扩展 到 无 限 集合 . 
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【定义 1-35】 在 集合 A 和 B 对 等 , 则 称 这 两 个 集合 的 基数 (cardinality) 相 同 . 

集合 A 的 基数 用 |A| 表 示 . 上 述 定 义 并 未 给 出 集合 基数 的 定义 , 它 只 是 说 明了 对 等 的 两 
个 集合 A,B 有 相同 的 基数 . 直观 上 理解 ,两 个 集合 有 相同 的 基数 ,是 指 这 两 个 集合 有 相同 的 
元 素 个 数 , 因 为 它们 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,在 讨论 2 个 元 素 的 王 可 重组 合 的 计算 公式 时 还 
会 用 到 此 技巧 .对 于 有 限 集合 ,这 更 容易 理解 .实际 上 ,在 没有 出 现 数 的 概念 之 前 ,比较 两 个 
有 限 集合 元 素 个 数 相等 就 是 采用 对 等 的 方法 . 由 于 对 等 的 集合 有 相同 的 基数 , 铬 假定 自然 数 
集合 N 的 基数 为 光 o( 阿 列 夫 0) : 


[IN | = 
则 与 N 对 等 的 集合 的 基数 都 是 兴 。; 右 假定 实数 集合 R 的 基数 为 兴 ( 阿 列 夫 ): 
| 及 | 王立 


则 与 R 对 等 的 集合 的 基数 都 是 兴 . 

由 例 1-59 知 , 自 然 数 集合 N 与 其 中 的 全 体 偶 数组 成 的 集合 下 有 相同 的 基数 . 由 例 1-60 
知 ,(0,1) 与 R 有 相同 的 基数 .由 例 1-61 知 ,N 与 Q 有 相同 的 基数 . 这 些 结论 从 直观 上 理解 
是 困难 的 ,当时 的 集合 论 创 始 人 G. Cantor 被 这 些 问题 所 折磨 而 难以 目 拔 ,必须 便 助 于 映射 
加 以 理解 ,基数 之 间 的 运算 更 是 这 样 . 

在 更 深入 的 问题 讨论 中 ,还 会 用 到 可 列 集合 和 不 可 列 集合 的 概念 . 在 学 习 概 率 统计 时 会 
用 到 可 列 集合 . 


1.6.4 可 数 集合 


伟 助 于 集合 对 等 可 以 定义 可 数 集 合 . 设 集合 A 一 N, 则 和 存在 双 射 f:A 习 N, 这 时 A= 
{f100) ,了 1(1),f1(2),…). 于 是 与 自然 数 对 等 的 集合 有 一 个 特点 ;其 元 素 可 以 按 第 1 个 
元 素 .第 2 个 元 素 .第 3 个 元 素 …… 一 个 接 一 个 地 “ 数 ”( 或 “ 列 ”) 出 来 . 

【定义 1-36】 能 与 自然 数 集合 N 对 等 的 集合 称 为 可 数 集 (countable set) ,又 可 称 为 可 
列 集 . 

根据 无 限 集合 的 定义 知 :任意 无 限 集合 均 存 在 一 个 可 数 的 子 集合 . 根据 这 一 点 ,可 以 证 
明 无 限 集合 的 特征 性 质 : 

【定理 1-28】 设 A 是 无 限 集合 , 则 存在 A 的 一 个 真子 集 B, 使 得 A 一 也 . 

证 因为 A 是 无 限 集合 ,A 存在 一 个 可 数 的 子 集 {ao ai,as，…}). 令 B= 二 A 一 {ao), 显 然 
B 是 A 的 真子 集 . 建立 一 个 A 到 B 的 双 射 f 如 下 :任意 xEA， 


yy | 
本 

容易 知道 ,上 是 A 到 已 的 双 射 , 故 A 一 B. 

利用 这 些 结论 以 及 例 1-61 可 以 证 明 , 可 数 集合 的 无 限 子 集 是 可 数 集合 ; 石 干 个 可 数 集 
合 的 并 是 可 数 集合 . 

【 例 1-64】 有 理 数 集合 Q 是 可 数 集合 . 

证 (作为 练习 ). 

由 于 命题 变 元 有 可 数 多 个 ,容易 知道 命题 公式 组 成 的 集合 是 可 数 集合 . 


1.6.5 不 可 数 集合 
是 否 所 有 无 限 集合 都 是 可 列 的 ? 答案 是 否定 的 . 


人， bs 一 {ao sl "Uo 9 


人 


【 例 1-6S】 证 明 : (0,1) 是 不 可 数 集合 . 

证 (采用 反 证 法 ,利用 对 角 线 法 则 技巧 ) ”假定 (0,1) 是 可 数 集合 , 则 (0,1)= {ao,ai， 
ap .因为 wE(0,1) 一 0,1,2,…, 将 其 写成 唯一 的 无 限 小 数 形式 (比如 约定 不 允许 从 小 
数 点 某 位 开始 都 是 0, 例 如 0. 12 写成 0. 119999… ) : 

di = 0. QioaQilQi2Qig… Qin 71 一 0 1 ,2 


取 7 一 0. 20003 0 ,其 中 


这 时 ,一 方面 有 rE (0,1) ,为 一 方面 7 了 Qi,i 二 0,1,2,…. 这 显然 是 一 个 矛盾 . 

由 上 述 证 明 过 程 可 知 , 除 有 限 集合 外 ,只 有 可 数 集合 才能 使 用 列举 法 表示 该 集合 . 

因为 (0,1) 一 R, 所 以 实效 集合 是 不 可 数 集合 . 由 此 可 见 , 目 然 数 集合 与 实数 集合 之 间 是 
不 存在 双 射 的 ,因此 N 与 R 不 对 等 ,进而 有 ,天 六 . 

注意 反 证 法 是 常用 的 一 种 证 明 方 法 . 在 本 章 已 经 看 到 ,证 明 方法 有 直接 证 法 、 举 反例 
法 、 数 学 归纳 法 等 .今后 还 会 学 习 一 种 “形式 证 明 方 法 ” 


1.6.6 基数 的 比较 


最 后 讲解 集合 基数 的 比较 . 

【定义 1-37】 给 定 集 合 A,B, 奉 存在 A 到 B 的 单 和 里 , 则 称 A 的 基数 小 于 等 于 B 的 基 
数 , 记 为 | A| 三 1B|. 车 进一步 ,不 存在 A 到 B 的 双 射 , 则 称 A 的 基数 小 于 B 的 基数 , 记 为 
14A| 去 | 了 |. 

由 定义 易 知 , 知 存 在 A 到 B 的 满 射 , 则 |B| 三 1Al. 

显然 ,根据 前 面 的 讨论 知 兴 ,二 污 , 即 INI 过 |RI. 下 面 的 问题 在 使 用 选择 公理 的 公理 系 
统 中 不 可 判定 呈 '3 

问题 是否 存 在 一 个 集合 A, 满足, 二 |A| 二 ? 

下 面 的 定理 从 直观 上 理解 很 容易 ,但 证 明 较 困难 ,限于 篇 幅 不 予 证 明 . 

【定理 1-29】 对 于 集合 A,B, 若 |A| 三 |BI 且 1B| 志 |A|, 则 |A|=1B1|. 

【 例 1-66】 证 明 :|(0,1)| 二 1L0,1j|. 

证 令 F:(0,1) 一 [0,1j,FCz) 一 z, 太 是 单 射 ,所 以 有 |(0,1)| 委 |L0,1]|. 


1 (0,1)| 王 |Lo,1|. 


站 题 1.6 


1. 证 明 : 任意 无 限 集合 均 存 在 可 数 子 集 . 

2. 证 明 : (0,1) 一 [0o,1)]. 

3. 证 明 . [0,1|~[a,b|,a 二 6b. 

4. 有 理 数 集合 Q 是 可 数 集合 . 

5. 证 明 : 全 体 无 理 数组 成 的 集合 R 一 Q 与 R 有 相同 的 基数 . 
6. 对 于 任意 集合 A,P(A) 是 A 的 客 集 ,证 明 : |A| 二 |P(A)|. 


本 和 小 结 


1. 集合 的 有 关 概 念 

合 就 是 一 些 对 象 构成 的 整体 . 若 x 是 集合 A 中 元 素 , 记 为 zxEA, 否则 并 A. 理解 
合 就 是 要 把 集合 中 的 元 素 搞 清楚 , 需要 知道 一 些 背 景 知识 , 如 整数 .整除 .偶数 .素数 、 因 
数 、 空 集 、n 元 组 等 . 表示 集合 可 以 用 列举 法 .描述 法 和 递归 法 . 集合 中 的 元 素 可 以 是 任意 对 
象 ,如 元 素 本 里 又 可 以 是 集合 ; 集合 中 的 元 素 本 上 身 没 有 顺序 关系 ; 集合 中 的 元 素 原 则 上 不 

重复 . 
给 定 集合 B, B 的 子 集 A 就 是 集合 B 中 的 一 些 元 素 构 成 的 “新 "集合, 记 为 ASCB. 要 
注意 EE 和 导 的 区 别 . 证 明 两 个 集合 相等 常用 到 “A = B 的 充 要 条 件 是 ACB 有 有 BCA” 

结论 . 


集合 X 的 军 集 P(X) 是 X 的 所 有 子 集 构成 的 集合 ,注意 OEP(X), 要 求 会 计算 给 定 


集合 的 备 集 . 重要 绪论 是 : 夺 |X| = 则 |P(X)| = 2". 

选取 的 nn 个 元 素 x1 ,xs，… ,x 按 一 定 顺 序 排列 起 来 就 是 一 个 nn 元 组 (xi ,zz，…zv). 

笛 卡 儿 积 Aj XA,X…XA,=={(xi ,xs ,XTX,) |X;EA,,i 二 1,2,…,n}. 能 熟练 计算 和 
卡 儿 积 . 大 |X| = mx, |Y| = nn, 则 |XXY| = mn. 


2. 映射 的 有 关 概 念 

映射 f: A 一 B 就 是 将 集合 A 的 元 素 唯 一 对 应 到 集合 忆 中 元 素 . 要 深入 理解 映射 的 含 
义 , 包括 困 数 符号 的 选取 和 多 元 图 数 , 区 分 f 和 f(x) 的 不 同 ,， 了解 天 花 板 水 数 和 地 板 
梁 数 . 

上 映射 f: A 一 B, 奢 不 同 的 A 中 元 素 对 应 不 同 的 B 中 元 素 , 三 就 是 单 射 ; 右 困 数值 充满 
整个 集合 B，f 就 是 满 射 ; 既是 单 射 又 是 满 射 即 为 双 射 . 

设 f: A 一 B, 奋 将 f 的 方 回 逆转 能 得 到 B 到 A 的 函数 , 它 就 是 了 的 逆 图 数 或 反 男 数 ， 
记 为 广 :. 限 数 f 有 有 反 限 数 的 充 要 条 件 是 了 是 双 矣 . 

先进 行 映射 f: A 一 B, 再 进行 映射 g: B 一 C, 可 得 到 A 到 C 的 映射 , 它 就 是 ff 与 g 的 
复合 映射 , 记 为 f*g. 要 求 擎 握 两 个 男 数 的 复合 运算 . 一 般 来 说 ,f°。g 隆 g°f, 但 (f°g)°h= 
f°(g°) 二 f°g°h. 特别 应 注意 因数 的 复合 运算 与 单 射 、 满 射 和 双 射 之 间 的 关系 . 

3. 运算 的 定义 及 性 质 

运算 的 目的 就 是 从 已 知 元 素 得 出 新 的 元 素 , 2” 元 运算 就 是 2 元 困 数 . 集合 A 上 的 元 
封闭 运算 了 是 指 对 于 任意 A 中 的 个 元 素 进 行 f 运算 的 结果 仍 属 于 集合 A. 要 求 掌 握 封 闭 
运算 的 定义 , 深入 理解 整数 集合 ZZ 上 的 模 m 运算 ,两 个 不 同时 为 0 的 两 个 整数 的 最 大 公 因 
数 运 算 gcd 和 任意 两 个 整数 的 最 小 公 倍 数 运算 lcm. 了解 运 算 符 号 的 选取 .运算 符号 的 位 置 

深入 理解 一 元 运算 具有 对 合 性 , 二 元 运算 具有 老 等 性 交换 性 .结合 性 、 么 元 性 、 零 元 
性 . 逆 元 性 和 消去 性 等 性 质 , 两 个 二 元 运算 具有 分 配 性 、 吸 收 性 , 一 个 一 元 运算 和 两 个 二 元 
运算 具有 德 。 摩根 性 , 能 对 给 定 的 运算 判断 其 性 质 . 

4. 集合 的 运算 

合 篆 见 的 并 、 交 、 补 、 差 和 对 称 差 : 


AUB=(rzlzEA 或 xE B) 
AMB={r|IxrEAHxreEB) 
A={rx|xEU,HrEA) 
A—B={x|x€EAHBHxr¢B}=ANB 
A@@BB= AB)U(B—-A)=(AUB)—(ANB) 
要 求 掌 握 集合 的 运算 以 及 与 运算 有 关 的 重要 结论 , 会 利用 这 些 结论 证 明 新 的 集合 等 
式 , 会 根据 集合 相等 的 定义 证 明 如 “|AU(ANMB)=A”“AUB=ANMB” 和 “A 一 B=ANMmB” 
这 样 的 结论 . 最 简单 情形 的 容 斥 原理 : IAUB|I=1A| 十 |B| 一 |ANMB|. 
5. 集合 的 划分 与 覆盖 
集合 的 划分 就 是 对 该 集合 元 素 进行 分 类 . 3 个 元 素 集合 有 5 种 不 同 划 分 , 4 个 元 素 集合 
有 15 种 不 同 划 分 . 
了 解 集合 的 覆盖 : 如 果 A 的 若干 非 空子 集 之 并 就 是 集合 A， 就 得 到 A 的 覆盖 ,不 要 求 
子 集 之 间 不 相交 . 
6. 集合 的 对 等 
利用 函数 可 深入 讨论 集合 之 间 对 等 关系 : 若 两 个 集合 之 间 存 在 一 个 双 射 , 这 两 个 集合 
就 是 对 等 的 . 
了 解 无 限 集合 : 知 集合 A 的 某 子 集 能 与 自然 数 集合 N 对 等 , 则 称 A 是 无 限 集合 . 
了 解 基数 : 两 个 对 等 的 集合 具有 相同 的 基数 , 因而 1Z|=|IN|I 及 |RI = |(0,1)|. 
了 解 可 数 集 合 : 能 与 自然 数 集合 N 对 等 的 集合 是 可 数 集合 , 否则 是 不 可 数 集 合 . 有理 
数 集合 Q 是 可 数 集 合 ，(0,1) 是 不 可 数 集合 . 
了 解 基数 的 大 小 比较 : 若 存 在 A 到 B 的 单 射 , 则 |4A| 科 | 了 |. 知 |A 科 | 了 | 且 不 存在 
A 到 B 的 双 财 , 则 |A| 二 1B|. 
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第 2 章 关 系 


世间 万 物 都 存在 着 联系 ,科学 研究 的 主要 任务 是 发 现 事 物 间 的 内 在 规律 性 . 借助 于 集 
合 , 可 以 给 出 刻画 这 种 联系 的 数学 模型 一 一 关系 (relation). 这 里 不 以 个 别 特 殊 关 系 为 研究 
对 和 象 ,而 是 关注 关系 的 一 般 特性 . 

在 信息 科学 中 ,数据 与 数据 之 间 总 存在 大 一 定 的 关系 ,关系 这 些 内 容 对 今后 学 习 数 据 结 
构 以 及 数据 库 等 很 多 课程 都 是 很 重要 的 . 

本 章 讨 论 的 关系 内 容 与 数理 逻辑 .代数 结构 .图 论 以 及 组 合计 数 等 都 有 密切 联系 . 从 这 
个 角度 去 看 ,离散 数学 内 容 也 是 不 离散 的 . 


2.1 关系 的 概念 


2.1.1 nn 元 关系 的 定义 


在 日 党 生活 中 会 遇 到 各 种 各 样 的 关系 ,如 一 个 家 庭 与 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 、 一 个 人 
与 工资 之 间 的 关系 .亲属 关系 . 师 生 关系 、 上 下 级 关系 、 同 事 关 系 .电影 票 与 位 置 的 关系 等 . 在 
数学 中 也 出 现 了 很 多 的 关系 ,如 大 于 关系 、 小 于 等 于 关系 、 相 等 关系 、 平 行 关系 、 相 似 关系 ,全 
等 关系 、 属 于 关系 、 包 含 关 系 等 . 在 信息 科学 中 ,数据 与 数据 之 间 存 在 着 多 种 关系 . 下面 再 看 
一 个 例子 . 

【 引 例 】 设 A 是 奇 干 学 生 组 成 的 集合 A=={ 张 三 , 李 四 , 王 五 ;, B 是 由 课程 组 成 的 集合 
B 二 {英语 ,C 语言 ,离散 数学 ,数据 结构 ,汇编 语言 ;,C 是 学 习 成 绩 组 成 的 集合 C={ 优 , 民 ， 
合格 ,不 合格 }, 用 R 表示 学 生 与 课程 之 间 的 一 种 选修 关系 ,如 张 三 选 修 离 散 数 学 ,借助 于 序 
偶 可 表示 为 ( 张 三 , 离散 数学 ) , 张 三 选修 数据 结构 ( 张 三 , 数据 结构 ) , 张 三 选修 英语 ( 张 三 ， 
英语 ) , 李 四 选 修 数据 结构 ( 李 四 , 数据 结构 ) , 王 五 选修 C 语言 ( 王 五 ，C 语言 ) , 王 五 选修 汇 
编 语 言 ( 王 五 ,汇编 语言 ), 这 时 R 为 集合 A 与 集合 B 之 间 的 一 种 2 元 关系 ,可 以 将 R 表 
示 为 : 

R=={( 张 三 , 离散 数学 ),( 张 三 , 数据 结构 ),( 张 三 , 英语 ),( 李 四 , 数据 结构 ),( 王 五 ， 
C 语言 ) ,( 王 五 , 汇编 语言 ) )EAXB. 

当选 修 完 毕 ,老师 会 给 出 成 绩 , 假 定 把 学 生 所 选课 程 的 成 绩 也 考虑 在 内 ,如 张 三 所 修 的 
离散 数学 成 绩 为 优 ,借助 于 3 元 有 序 组 可 表示 为 ( 张 三 , 离 散 数学 , 优 ) ,可 得 到 一 个 学 生 、 课 
程 及 成 绩 之 间 的 一 种 关系 S, 它 是 集合 A, B，C 之 间 的 一 种 3 元 关系 , 可 以 将 S 表示 为 : 

S 王 {( 张 三 , 离散 数学 , 优 ),( 张 三, 数据 结构 , 民 ),( 张 三 , 英语 , 优 ),( 李 四 , 数据 结 
构 , 优 ) ,( 王 五 ，C 语言 ,合格 ),( 王 五 , 汇编 语言 , 良 )} 和 AXBXC. 

这 样 的 例子 在 数据 结构 及 数据 库 等 课程 中 会 经 常 出 现 . 为 了 数学 和 计算 机 科学 研究 的 
需要 ,我 们 将 学 习 的 关系 概念 是 所 有 各 种 各 样 关 系 的 一 种 数学 模型 ， 其 定义 在 引 例 中 已 现 
端倪 ,下面 给 出 元 关系 的 定义 . 
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【定义 2-1】 设 A,,A,,…,A, 是 集合 ,把 Al XA, X… XA, 的 任意 子 集 R 都 称 为 Ai， 
As,… ,A, 则 的 n 元 关系 (n-ary relation). 

从 定义 可 以 看 出 ,Ai,A;,…,A, 间 的 n 元 关系 RCAi XA,X…XA,. 在 定义 中 , 厂 
R 为 Ai,As,,…,A, 间 的 ?2 元 关系 且 Al 二 A, 二 … 王 A, 二 A, 即 

n 个 
RSCAXAX…XA 

则 通常 又 称 尺 为 A 上 的 nn 元 关系 . 

结合 引 例 知 , RCAXB 是 A 与 妃 间 的 2 元 关系 ,SSAXBXxC 是 A,B 与 C 间 的 3 元 
关系 . 

要 深入 理解 关系 的 概念 ,需要 清楚 n 元 有 序 组 的 含义 ,以 及 集合 的 使 用 . 下面 的 一 些 内 
容 可 以 进一步 帮助 理解 . 


2.1.2 2 元 关系 


两 个 集合 间 的 关系 称 为 2 元 关系 .深入 理解 2 元 关系 是 今后 学 习 的 基础 . 由 于 
n(n 全 3) 元 关系 的 讨论 与 2 元 关系 是 完全 类 做 的 , 右 没 有 特殊 说 明 , 今 后 所 涉及 的 关系 均 
为 2 元 关系 . 

R 是 A 到 B 的 关系 ,是 指 RCAXB;R 是 A 上 的 关系 ,是 指 RCAXA. 

【 例 2-1】 设 A={a,6b6},B=={1,2,3), 若 取 尺 二 {(a,3),(a,2),(6b,1),(b,3)}, 则 R 是 
A ,B 间 的 一 个 关系 . 因为 

AXKB= 1 lj (nD tas tb l(b 2 (bs 2) 


宕 要 注意 的 是 ,虽然 关系 中 的 每 个 元 素 是 序 偶 、 有 顺序 ,但 关系 中 元 系 与 元 素 之 间 是 没 

有 顺序 的 , 即 例 2-1 中 的 RR 也 可 以 写成 如 下 形式 : 
要 

根据 关系 的 定义 知 ,只 要 RCAXB, 则 R 均 是 A 与 B 间 的 一 个 关系 或 A 到 B 的 一 个 
关系 ,特别 地 ,因为 ZG 和 AXB 且 AXBCAXB, 它 们 是 A 到 B 的 关系 ,分 别称 为 A 到 B 的 
空 关 系 和 A 到 B 的 全 关系 . 特别 地 ,A 上 的 空 关 系 和 全 关系 分 别 为 和 AXA. 

在 例 2-1 中 ,由 于 |AXB|=6, 根 据 符 集 的 元 素 个 数 的 一 个 计数 公式 ,很 容易 知道 ,A， 
B 间 的 关系 共有 2 二 64 个 , 例 中 所 写 出 的 R 仪 是 其 中 的 一 个 .一 般 有 下 述 结 论 . 

【定理 2-1】 若 |A|==m,1B|==n, 则 A,B 间 的 关系 共有 2 个 . 

显然 , 若 |A| 二 mm, 则 A 上 的 关系 共有 2” 个 . 

设 RCAXB, 铬 (zx,y) ER, 则 称 A 中 的 元 素 xz 与 B 中 的 元 素 y 有 关系 及 ,通常 记 为 
XRy. 这 时 ,关系 符号 写 在 中 间 位 置 , 它 符 合 人 们 以 前 总 是 把 关系 符号 写 在 两 元 素 之 间 的 习 
惯 . 有 时 也 可 记 为 Rry. 

【 例 2-2】 设 A=142,3),B=(1,2,3,4), 则 A 中 元 素 与 B 中 元 素 有 大 于 关系 的 有 : 
2>1，3 二 1，3 二 2, 即 A,B 间 的 大 于 关系 R= 二 {(2, 1), (3, 1), (3, 2)}, 显然 是 唯一 的 .不 
过 , A 与 B 间 的 关系 共有 2%"“ 二 2 个 . 

以 前 学 习 过 的 两 元 素 的 相等 关系 = 二、 两 直线 的 平行 关系 // 、 两 图 形 的 全 等 关系 实 、 元 素 
与 集合 的 属于 关系 € 两 集合 的 包含 关系 三 等 都 是 将 关系 符号 写 在 中 间 位 置 的 . 大 家 可 外 
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已 经 注意 到 了 ,在 意义 清楚 的 情况 下 ,关系 所 涉及 的 集合 可 以 省 略 . 

关系 所 用 符号 的 选取 方法 : 首先 ,我 们 是 依 助 于 集合 来 定义 关系 的 ,关系 是 集合 ,于 是 
任意 集合 符号 可 以 作为 天 系 符号 ;其 次 ,对 于 第 见 的 很 有 用 的 关系 可 以 给 出 一 个 固定 的 特殊 
符号 , 像 前 面 提 到 的 一 些 关 系 符 号 一 样 ; 当 然 目 己 还 可 以 选 一 些 符 号 表示 特定 的 关系 . 

通常 谈 到 的 大 于 关系 “二 ”是 实数 集合 R 上 的 大 于 关系 , 按 集 合 记 号 应 写成 

> 一 (zy) | zyER 且 工 之 y} 

下 面 介 绍 整数 集合 乙 上 的 两 个 重要 关系 : 整除 关系 和 模 m 同 余 关 系 , 其 大 部 分 结论 的 
证 明 放 在 习题 中 . 

【 例 2-3】 第 1 草 已 谈 到 ,对 于 任意 整数 加 和 7 ,在 存在 整数 g, 使 得 2 一 qz , 称 mm 整除 
0 记 为 mln， 即 “1” 是 整数 集合 ZZ 上 的 一 种 关系 , 称 为 Z 上 的 整除 关系 . 

这 时 | 二 {(z,y)|z,y€EZ 且 xz1y}. 特别 地 ,(2, 6), (一 2, 6), (2, 一 6), (一 2, 一 6),(2， 
2 

显然 ,对 于 任意 xE2VJ, 有 x1x. 整除 关系 还 具有 如 下 性 质 : 对 于 任意 整数 ,yy,xz,m 
和 7 ， 

(1) 若 zly 且 yj|z, 则 zz 一 > 或 工 一 一 y; 

(2) 在 zly 且 >y|z, 则 工 | =; 

(3) 在 zly 且 zj|z, 则 过 (zy 十 2z). 

下 面 再 介绍 由 伟大 的 数学 家 K. FE. Gauss 在 18 世纪 末 给 出 的 整数 集 Z 上 的 模 mm 同 余 
关系 三,”, 其 中 m 是 正 整 数 ,它们 在 计算 机 密码 学 中 有 重要 应 用 . 

【 例 2-4】 设 mm 是 正 整数 ,定义 整数 集 Z 上 的 模 m 同 余 关 系 志 ,, 如 下 : 

(Zz,y) € 三 . 当 且 仅 当 zm| (x 一 yy) 

显然 ,三 ， 是 ZZ 上 的 关系 . 之 所 以 称 志 ;, 为 模 m 同 余 关系 是 因为 m1 (x 一 y) 当 且 仅 当 z 除 以 
m 的 余数 等 于 > 除 以 m 的 余数 ,也 就 是 说 三 ,,y 当 且 仅 当 x (mod mm) 二 yl(mod m), 由 此 可 
以 看 出 “ 模 m 同 余 关 系 ” 与 “ 模 m 运算 ”的 区 别 和 联系 . 

注意 Xx 三,,y 在 数论 中 常 记 为 + 三 y(mod mm), 实 际 上 是 x(mod mm) 二 y(mod m) ,但 不 
要 与 一 y(mod m) 混 清 . 

关于 模 m 同 余 关 系 有 以 下 性 质 . 

(1) 对 任意 XEZV, 有 Xx 三 x (mod m); 

(2) 对 任意 zx，yEZV, 夺 XX 三 y(mod m), 则 y 三 x (mod m); 

(3) 对 任意 Xx, y,， xzEZV, 厅 XX 三 y(mod m) 且 yy 三 z(mod m), 则 xz 硅 z(mod m); 

(4) 对 任意 Xx,，yEZV, 夺 4 三 b(mod 加) 且 cc 硅 d(mod m2), 则 az 十 cy 三 bx 十 dy(mod m); 

(5) 硅 4 三 b(mod m) 且 cc 三 d(mod m), 则 ac 夺 bd (mod m); 

(6) 硅 4a 三 b(mod m2), 则 ?三 "(mod m) ,其 中 7 为 正 整 数 ; 

(7) 硅 4 三 b(mod 2), 则 f(a) 三 f(5) (mod m), 其 中 f(x) 为 整 系数 多 项 式 . 

关于 模 m 同 余 关系 有 以 下 三 个 重要 定理 . 

威尔逊 定理 (Wilson theorem) p 为 素数 的 充 要 条 件 是 (p 一 1)1 夺 一 1(mod p). 

欧 拉 定理 (Euler theorem) 右 整 数 & 与 正 整数 ” 互 系 , 即 gcd(a, nn) 二 1, 则 a”” 二 
1(mod nn) ,其 中 p(n) 欧 拉 畏 数 . 

由 此 可 以 得 到 : 

人 


费 马 小 定理 (Fermat little theorem). 设 为 素数 且 整 数 a 与 p 互 素 , 即 gcd(a, p) 二 
1, 则 a? ! 寺 1 (mod p). 

说 明 

(1) 费 马 大 定理 (Fermat great theorem) 对 任意 正 整 数 w,o,c 和 1, 当 7 二 2 时 ,有 ca” 十 
刀 天 c"(1995 年 被 英国 数学 家 Andrew Wiles 证 明 ). 

(2) 威尔逊 定理 从 理论 上 给 出 了 素数 测试 方法 ,但 很 不 实用 . 费 马 小 定理 是 经 常 可 以 
首先 选择 使 用 的 ,但 由 于 其 遂 不 成 立 , 也 就 是 说 存在 合 数 n, 即 使 a 与 n 互 素 ,a”' 三 
1(mod nn) 仍 成 立 , 例 如 341 二 11 X31, 而 2 1 三 1 (mod 341), 但 这 样 的 n( 称 为 Carmichael 
数 ) 非 第 少 . 

与 模 同 余 关 系 密 切 相 关 的 一 个 重要 内 容 是 同 余 方程 ,特别 是 线性 同 余 方程 . 对 于 给 定 
的 整数 a、b 和 正 整 数 m ,关于 工 的 同 余 式 

ar 三 0(mod m) 
称 为 线性 同 余 方程 (linear modular equation) , 它 是 一 个 关于 模 同 余 关 系 “ 三 ,, ”的 式 子 . 

显然 , 石 是 ar 三 b(mod m) 的 解 , 则 对 于 任意 与 x 模 m 同 余 的 整数 zx, 部 是 ax 三 
b(mod m) 解 . 

下 面 证 明 ,线性 同 余 方程 ax 三 b(mod m) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 gcd(a, m) 1b. 一 方面 , 知 
ax 三 b(mod mm) 有 人 解 , 则 存在 vEZ, 使 得 ax 一 6 二 my, 即 az 一 My 一 0, 于 是 gcd(a, mm)1b. 男 
一 方面 , 设 gcd(a, mm) 二 4d, 则 存在 x1，vy1 EZ, 使 得 azi 十 myi 二 d. 因为 gcd(a,，m)1b, 存 在 
cEZ ,使 得 6 二 dc, 于 是 al《czxi) 十 mcyi)==b. 令 X==cxi,， y= 二 cy1 ,因此 az 十 my 一 0, 由 此 可 
得 ax 三 b(mod m). 故 ax 三 b(mod m) 有 人 解 . 

由 于 gcd(6，514) 王 2115， 所 以 6x 三 15(mod 514) 没有 解 . 车 a 与 m 互 素 , 即 
gcd(a,， mm) 二 1, 显 然 有 gcd(a, mm)16b, 这 时 ax 三 b6(mod m) 有 人 解 . 

从 上 述 证 明 过 程 可 知 axz 夺 6(mod m) 的 求解 方法 ,关键 是 利用 欧 几 里 得 算法 得 出 使 
azli 十 7 一 d 成立 的 x1，y1 EZV， 当 mm 较 小 时 ,可 以 用 ZZ, 二 10, 1,，2,…,m 一 1) 中 的 数 去 
“ 试 ”. 例如 ,对 于 线性 同 余 方 程 8x 硅 4(mod 6) ,Zs 二 {0, 1, 2, 3, 4, 5} 中 的 2 和 5 是 其 解 ， 
于 是 与 2 或 5 模 6 同 余 的 XELZ 都 是 其 解 , 即 8z 三 4Cmod 6) 的 全 部 解 工 为 二 三 2(mod 6) 和 
TX 三 5(mod 6). 

公元 5 一 6 世纪 ,我 国 南 北朝 时 期 的 一 本 数学 著作 里 面 有 一 个 “ 物 不 知 数 ” 问 题 ;“ 今 有 
物 ,不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?? 这 就 是 要 求解 线性 
同 余 方程 组 


TX 三 2(mod 3) 
TX 三 3(mod 5) 
ZE 三 2(mod 7) 
中 国 剩 余 定理 (Chinese remainder theorem) 设 正 整数 1 ,zz ,… ,mi 两 两 互 素 , 则 线性 


同 余 方 程 组 
TX 三 ai (mod m1) 


XTX 三 as (mod mn;) 


Xa; (mod m,) 


。 (0 。 


有 整数 解 , 且 在 模 汉 二 mm…ms 下 解 是 唯一 的 , 即 任意 两 个 解 都 是 模 m 同 余 的 . 


记 M;=,i=1,2,.…,k. 由 于 gcd CMV; , 和 7; ) 王 1 ,存在 整数 时 使 得 Mx, 三 1 (mod 7 ) ， 


T=aMizitas Mx2 TarMrs 
即 满 足 上 述 线性 同 余 方 程 组 . 

在 “ 物 不 知 数 ” 问 题 中 ,m= 二 3。5。，7= 二 105, Mi 二 35,M; 二 21, Ms 二 15. 而 35*。2 二 
1(mod 3) ,21。1 三 1(Cmod 5),15。1 三 1(mod 7), 于 是 xi = 二 2,Zzs = 二 1,xs 一 1, 所 以 zz 一 2。 
35。2 十 3。21。1 十 2。15。1 二 233. 在 模 m= 二 105 下 解 是 23, 这 是 最 小 解 . 请 注意 还 有 其 
他 解 . 

1978 年 发 布 的 RSA(Rivest-Shamir-Adleeman) 公 和 钥 密 人 码 的 基础 是 Euler 定理 ,其 安全 
性 依赖 于 大 数 的 因数 分 解 的 困难 性 ,该 方法 综合 利用 了 系数 、Euler 男 数 、 模 运算 、 互 系 、 线 
性 同 余 方程 等 ,有 关内 容 , 参 见 文献 L23 |. 

对 于 A 上 的 关系 ,有 一 个 特别 重要 的 关系 :A 上 的 恒 等 关 系 Ta ,其 定义 如 下 . 

【定义 2-2】 设 A 是 集合 , 称 玉 =(Czz)lzEA)} 为 A 上 的 恒 等 关 系 . 

【 例 2-5】 设 A={a,b,c,d}), 则 术 二 {(a,a),(6b,6),(c,c),(d,d)}) 是 A 上 的 恒 等 关 系 . 

注意 {(a,a),(b,6),(c,c)}) 不 是 A 二 {a,b,c,d)} 上 的 恒 等 关 系 . 

由 前 面 的 讨论 知 , 通 常 一 个 集合 到 一 个 集合 的 关系 非常 多 ,但 在 一 个 实际 问题 中 ,需要 
找到 一 个 与 问题 有 关 的 有 助 于 问题 解决 的 关系 ,这 就 要 求 逐 渐 学 会 目 己 定义 关系 . 仔细 体会 
下 面 的 几 个 关系 的 定义 . 

【 例 2-6】 设 R 是 复数 集合 C 上 的 关系 ,定义 如 下 : 

XRy 当 且 仅 当 过 一 yy 一 4 十 bi 
其 中 c,， 2 为 非 负 整 数 . 
【 例 2-7】 设 下 是非 零 复数 集合 C” 三 C 一 40} 上 的 关系 ,定义 如 下 : 
(Zz 十 yiD)R(u 十 vi) 当 且 仅 当 xx 盖 0 

【 例 2-8】 设 A 是 正 整 数 的 序 偶 组 成 的 集合 A 三 {(x,y)1zx,y 是 正 整数 ), 定 义 A 上 的 
关系 及 如下: 

(XxX,y)R(u,v) 当 且 仅 当 xz = yz 

【 例 2-9】 设 A==P((a,b,c)), 定 义 A 上 的 关系 R 如 下 : 

R= {X00 | XY EE A XNY2F | 


2.1.3 关系 的 定义 域 和 值 域 
【定义 2-3】 设 RCAXB,R 的 定义 域 (domain) 是 由 所 有 (x,y)ER 中 的 x 组 成 的 集 


合 , 即 
domR = 二 {x | 存在 vy € B, 使 (x,y) € R) 
R 的 值 域 (range) 由 所 有 (x,y)ER 中 的 y 组 成 的 集合 为 
ranR = 二 {y | 存在 x € A, 使 (x,y) € R)} 
显然 ,车 RCAXB, 则 dom RCA,ranR CB. 就 例 2-2 来 说 ,dom R= 二 {2,3),ranR= 
‘(1,2}. 
。 |] 。 


【 例 2-10】 设 A= 人 ,2,3,4),R 是 A 上 的 关系 ,定义 如 下 : 
R= {(x,y) |x,yE€ A 且 (y 一 x)/2 是 整数 } 
试 求 出 RR 以 及 domR 和 ranR. 
解 ” 由 已 知 , 有 R={(1,1),(1,3),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(4,2),(4,4)}, 进 一 步 
得 出 dom R= 二 {1, 2, 3, 4}, ranR 二 {1, 2, 3, 4). 


2.1.4 关系 的 表示 


前 面 介 绍 的 是 关系 的 集合 表示 . 对 于 有 限 集 合 A 和 B, 以 及 A 到 B 的 关系 RR, 为 了 更 耻 
观 地 理解 关系 下, 特别 是 后 面 要 学 习 的 关系 的 性 质 等 有 关内 容 , 需 要 掌握 关系 下 的 关系 图 
Gr 表示 . 同时 ,为 了 用 代数 知识 处 理 关 系 以 及 借助 于 计算 机 处 理 关 系 , 需 要 车 握 关系 尺 的 
关系 矩阵 Mx 表示 . 

1. 关系 图 (graph of relation) 

分 两 种 情形 讨论 关系 图 的 画 法 . 

情形 1 R 是 A 到 B 的 关系 (包括 RR 是 A 上 的 关系 ). 通常 将 集合 中 的 所 有 元 录用 点 
(小 的 空心 点 或 实 点 ) 表 示 ,集合 A 画 在 左边 ,集合 B 画 在 右边 ; 奢 (x,y) ER, 则 从 集合 A 中 
的 元 素 x 到 集合 B 中 的 元 素 y 男 一 条 有 问 弧 (通常 称 为 有 问 边 ). 所 夯 出 的 图 形 就 是 关系 
RR 的 关系 图 Gk. 

【 例 2-11】 设 A={a,b,c,d},B 二 {1,2,3},A 到 B 的 关系 R 取 为 

有 OO 

则 关系 R 的 关系 图 Gr 如 图 2-1 所 示 . 

情形 2 R 是 A 上 的 关系 .可 以 按 情形 1 进行 处 理 , 但 通常 只 将 集合 A 中 所 有 的 元 素 用 
点 (小 的 空心 点 或 实 点 ) 表 示 , 男 到 一 块 ,点 与 点 之 间 没 有 顺序 关系 ; 硅 (x,y) ER, 则 从 元 素 
Xx 到 元 率 y 男 一 条 有 问 边 .所 夯 出 的 图 形 就 是 关系 R 的 关系 图 Gk. 

【 例 2-12】 设 A=={a,b,c,d} ,A 上 的 关系 R 取 为 

R= {i(a,6),(asc), (ca),(d,c), (dy CD) 

则 关系 R 的 关系 图 Gk 如 图 2-2 所 示 . 


图 2-1 图 2-2 


在 画 关 系 图 时 ,集合 A( 及 集合 B) 中 所 有 元 素 都 要 用 一 个 点 表示 ,如 图 2-1 中 的 元 素 
b 及 元 素 1. 只 要 (x,y) ER, 则 都 要 从 元 素 x 到 元 素 y 辆 一 条 有 问 边 ,这 意味 着 ,关系 RR 中 有 
多 少 个 序 侦 , 则 在 关系 图 Gr 中 就 有 多 少 条 有 问 边 ,特别 要 注意 的 是 图 2-2 中 元 素 4 到 4 的 
一 条 有 向 边 , 它 又 称 为 4 到 4 的 一 个 环 ( 或 自 环 ). 
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2. 关系 和 矩阵 (matrix of relation ) 

在 求 关 系 和 矩阵 时 ， 不 需要 分 成 上 述 两 种 情形 讨论 . 令 A= CD B= 
fyi yz "sya}( 对 于 A 上 的 关系 RR,， 有 B= 二 A), 对 于 给 定 的 A 到 B 的 关系 RR,， 其 关系 矩阵 
Mr:= (ms; ) xs 是 一 个 7 X7 和 矩阵 ,其 中 

1 ， (ziyy)cC 下 
Wi 一 
四 (zi19y;) ER 
各 将 矩阵 写成 通 第 的 表格 形式 , 则 如 表 2-1 所 示 . 


表 2-1 


R 
ko 
~ 
sq 
一 

S 
[5 
= 


717m2 i 


【 例 2-13】 写 出 例 2-11 所 给 出 的 关系 R 的 关系 矩阵 Mx. 


解 1 2 3 
QT0 1 1 
bI0 0 0 
— cI0 1 0 
QLO 1 0 ws 
【 例 2-14】 写 出 例 2-12 所 给 出 的 关系 R 的 关系 和 矩阵 MR. 
解 a bb ¢ dd 
alf0 1 1 0 
加 blI0O 0 0 0 
”cl1000 
QLO 0 1 1jw 


需要 说 明 的 是 ,任何 A 到 B 的 关系 R, 令 久 二 A UB, 则 R 可 看 作 铸 上 的 关系 ,这 是 因 
为 由 RCAXB, 很 容易 可 推出 RC(CA UB)X(AUB)==XXX. 


2.1.5 函数 的 关系 定义 


最 后 ,借助 于 关系 (关系 是 集合 ) 可 以 对 函数 给 出 一 个 严格 定义 .在 定义 之 前 , 先 结合 一 
个 具体 的 图 数 例 子 ,看 一 看 是 如 何 将 男 数 转换 为 关系 的 . 

【 例 2-1S〗 设 集 合 A={a,b,c},B={1,2,3}), 令 f:A 一 B, 定 义 如 下 : f(a)=2， 
f(0) 二 3,f(c) 二 3. 以 前 是 将 f 仅仅 看 作 是 一 个 函数 符号 ,现在 将 f 看 作 是 一 个 关系 符号 : 
若 f(x) 二 y, 则 规定 (x,y) Ef. 于 是 ,有 

i 

显然 , 右 f:A 习 B, 则 f 是 集合 A 到 B 的 一 个 关系 .但 不 是 任何 一 个 集合 A 到 B 的 关系 
都 可 构成 集合 A 到 B 的 函数 的 ,例如 R={(a,2),(a,3),(c,3)}. 
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在 f:A 习 B, 则 根据 孔 数 的 定义 知 , 由 f 所 得 到 的 关系 满足 两 个 条 件 : 

(1) domf 二 A: A 中 任意 元 素 都 有 B 中 元 素 与 之 对 应 . 

(2) 对 于 任意 xXEA, 奇 (x,y1)Ef 且 (x,y2)Ef, 则 yi 二 yi: 一 个 TEA 只 能 有 唯一 的 
y 与 之 对 应 . 

当然 , 反 过 来 知道 ,满足 上 述 (1) 及 (2) 的 A 到 已 的 关系 是 A 到 忆 的 函数 .因此 ,借助 于 
关系 给 函数 下 如 下 定义 . 

【定义 2-4】 设 A,B 是 集合 ,f 是 A 到 B 的 关系 , 硅 f 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) domf=A. 

(2) 对 于 任意 XEA, 夺 (x,y1)EfF 且 (zx,y;)Ef;, 则 yi 二 ys;( 单 值 性 ), 则 称 f 为 A 到 B 
的 函数 . 

石 f 为 A 到 B 的 滑 数 ,与 第 1 章 一 样 , 记 为 太 .4A 一 忆 . 

注意 记号 f:A 一 B 与 /CAXB 的 区 别 . 

痕 数 的 这 种 定义 与 第 1 章 所 给 的 定义 ,本 质 上 是 相同 的 . 前 面 提 到 ,集合 是 现代 数学 中 
的 最 基本 概念 ,意味 看 其 他 概念 都 可 以 借助 于 它 加 以 定义 .同时 ,了 艺 数 的 关系 定义 ,有 效 地 避 
开 了 “对 应 ”这 个 不 容易 交代 清楚 的 概念. 

显然 ,关系 是 图 数 的 推广 . 这样, 以 前 的 水 数 符号 就 是 关系 符号 ,也 就 是 集合 从 号 . 要 求 
大 家 能 转变 观念 ,可 以 将 第 1 章 第 2 节 例 1-5 写 出 的 8 个 函数 用 关系 表示 出 来 ;也 要 求 大 家 
对 于 给 定 的 A 到 B 的 关系 能 判断 出 是 否 是 A 到 B 的 也 数 . 

【 例 2-16】 判断 自然 数 集合 N 上 的 下 列 关 系 能 否 构 成 浮 数 . 

(1) f={(zx,y)|zx,yEN,Zz+ty=5}. 

(2) f= 二 {(zx,y)1zx,yEN,y 为 小 于 等 于 x 的 素数 个 数 )},p 是 素数 (prime) 或 质数 是 指 
pp 二 1 且 p 的 正 的 公约 数 只 能 是 1 或 它 本 号. 

解 (1) 显然 ,(2,1)Ef,(2,2)E€ 了 ,不 满足 单 值 性 要 求 ,所 以 三 不 可 能 构成 图 数 . 

(2) 对 于 任意 zxEN ,满足 小 于 等 于 z 的 素数 个 数 是 唯一 的 , 且 一 定 属于 N, 即 与 x 对 应 
的 y 是 唯一 的 ,根据 函数 的 关系 定义 ,(1) 和 (2) 都 满足 , 故 f 是 N 上 的 也 数 . 


避 题 2.1 


. 试 举 出 两 个 熟悉 的 3 元 关系 的 例子 . 
. 设 A 三 {a,b), 试 求 出 所 有 A 上 的 关系 ,并 验证 定理 2-1 的 结论 . 
. 设 A=={0,1,2,3,4} ,A 上 的 关系 尺 二 { (zx,y) 1x 二 y 十 1 或 y= 二 x/2} ,试用 列举 法 求 出 R. 
. 分 别 判 断 下 列 各 式 是 否 正 确 :416, 3| 一 12, 一 310,0| 一 3,010,2| 一 2, 一 212. 
. 对 于 任意 整数 x,y,z,m 和 nn ,证明 以 下 结论 . 
(1) 若 xly 且 ylzx, 则 xz=y 或 X= 一 y. 
(2) 若 zly 且 >y|z, 则 工 |>. 
(3) 硅 xly 且 xz|z,; 则 | (ony 十 nz). 
6. 如 果 关 于 z 的 整 系数 方程 aox” 十 qz"! 十 … 十 a,_1X 十 a 二 0 有 为 整数 的 根 和, 则 |a,. 
7. 设 m 为 正 整 数 ,证 明 
(1) 对 于 任意 xEZ,z 三 z(Cmod m). 
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(2) 对 于 任意 ,<EZ, 右 二 二 v(mod m), 则 y 三 x (mod m). 

(3) 对 于 任意 zx,y,zEZ, 石 二 二 vy(mod m) 且 yy 三 z(mod m), 则 x 二 z(mod m). 

8. 证 明 ;大 a 三 b(mod m) 且 cc 三 d (mod mm), 则 

(1) 对 任意 xX,yEZV,arx 十 cy 三 bx 十 dy(mod m). 

(2) ac=bd (mod m). 

(3) 对 于 任意 正 整数 zw 三 br? (mod m). 

(4) 对 于 任意 整 系数 多 项 式 f(x),f(a) 圭 f(b) (mod m). 

9. 证 明 威 尔 逊 定理 : p 为 素数 的 充 要 条 件 是 (p 一 1) 1 圭一 1(mod p). 

10. 证 明 欧 拉 定 理 : 夺 a 与 n 互 奈 , 即 gcd(a, 7n) 二 1, 则 a”” 寺 1(mod n), 其 中 p(n) 欧 
拉 限 数 . 

11. 线性 同 余 方程 ax 三 6(mod m) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 gcd(a, m)1b. 

12. 证 明 中 国 剩余 定理 : 设 正 整数 ma ,m;,… ,mi 两 两 互 素 , 则 线性 同 余 方 程 组 

Ta (mod mi) 


三 a, (mod m,) 


T=a;, (mod m,) 

有 整数 解 , 且 在 模 区 二 mm，…ms 下 解 是 唯一 的 , 即 任意 两 个 解 都 是 模 mx 同 余 的 . 

13. 对 于 如 下 给 出 的 4 个 关系 ,用 列举 法 求 出 所 给 关系 R,domR,ranR, 男 出 RR 的 关系 
图 Gr, 写 出 R 的 关系 矩阵 Mek. 

(1) A={0,1,2,3,4,5,6} ,R={(z,y)|z>2 且 zly}. 

(2) A={0,1,2,3,4,5} ,R={(zx,y)|1z— y2). 

(3) A={2,3,4,5,6},R={(x, y)|gcd(x, y)=1}. 

(4) A 王 {0,1,2,3,4,5,6),R=((z,y)|z>y 且 > 是 素数 }. 

14. 指出 图 2-3 一 图 2-6 的 关系 图 所 给 出 的 关系 R 是 否 是 A 到 吾 的 因数 ,为 什么 ? 


图 2-3 图 2-4 
i | 一 
一 | OT 
图 2-5 图 2-6 


15. 判断 实数 集合 R 上 的 下 列 关 系 能 否 构成 呆 数 . 
(1) f={(zx,y)|zx,yER,r=Yy)}. 
(2) f={(zx,y)|zx,yER,y=zx)}. 


2.2 关系 的 运算 


讨论 关系 的 运算 是 为 了 从 已 知 的 关系 得 出 新 的 关系 . 
2.2.1 关系 的 集合 运算 


根据 关系 的 定义 知 ,关系 就 是 集合 . 所 以 在 第 1 和 草 中 所 给 出 的 集合 的 五 种 第 见 运算 , 关 
系 也 有 . 
设 R 和 S 是 集合 A 到 B 的 关系 , 即 R,SCAXB, 则 关系 的 并 、 交 、 补 、 差 及 对 称 差 ( 环 
和 ) 运 算 
RU S,RN S,R,R— S,ROS 
由 的 集合 运算 ,其 运算 性 质 就 是 集合 的 运算 性 质 . 
只 要 尺 ,SCAXEB, 就 有 RUS,RMnS,R,R 一 S,R 引 SEAXB. 特 别 地 , 若 尺 和 S 是 
py A pe ,; 则 其 集合 运算 后 仍 为 A 上 的 关系 . 
注意 若 RCAXB, 因 为 A 到 B 的 全 关系 为 AXB, 它 就 是 讨论 集合 时 的 全 集 , 所 以 
R= 二 AXB 一 R. 若 RCAXA,AXA 是 A 上 的 全 关系 ,这 时 R= 二 AXA 一 R. 
【 例 2-17】 设 A==12,3,4}, 令 RR 为 A 上 的 整除 关系 ,S 为 A 上 的 小 于 关系 ,分 别 计算 
RUS,RNMS,R,R—S,ROS. 
解 ” 先 求 出 R 和 S: 
R = {(2,2),(2,4),(3,3),(4,4))} 
y= 
再 计算 RUS,RNMS,R,R 一 S,R 的 S: 
RIJSS=N 人 SO (A 
二 1(254) 
RR 二 AYA=RSs T(t) 
R—S={(2,2),(3,3),(4,4))} 
RDS =(R— SS)U (SS—R) = {(2,2),(3,3),(4,4)} U {(2,3), (3,4)) 
={(2,2), (3,3), (4,4), (2,3), (3,4))} 


2.2.2 关系 的 逆 运 算 


右 工 与 y 有 关系 及 ,这 时 y 与 x 之 间 的 关系 就 是 R 的 逆 关 系 . 
【定义 2-$】 设 RCAXB,R 的 地 关系 (inverse) 尺 一 定义 为 
RY = {(y,7x) | (zy) € R} 
显然 , 石 RCAXB, 则 R 7! 是 集合 B 到 A 的 关系 , 即 R 'CBXA. 在 本 书 中 ,R 的 逆 关 
系 不 用 符号 R" 表示 ,是 考虑 到 逆 关 系 R ”在 一 定 的 条 件 下 可 以 构成 逆 函 数 . 
很 容易 知道 ,大 于 关系 “二 ”的 逆 关 系 就 是 小 于 关系 “二 ”， 即 有 二 二 二 ,如 3 二 2, 则 
-dl 


2 二 3; 集 合 包 含 关系 “ 己 ” 的 逆 关 系 是 “二 ”, 即 忆 -1= 二 二 ,如 ACB, 则 B 二 AA; 关系“r+ 是 y 的 
老师 ”的 逆 关 系 是 “y 是 x 的 学 生 ” 等 . 再 举 一 个 例子 . 

【 例 2-18】〗】 设 A={a,b,c,d},B=={1,2,3}, 若 R={(a,3),(c,2),(a,2),(b,2)), 
求 R71. 

解 ” 容 易 知道 ,R71!=={(3,a),(2,c),(2,a),(2,0)). 

根据 给 定 的 关系 RR 的 关系 图 Gx ,很 容易 画 出 其 逆 关 系 R 1! 的 关系 图 Cg-: ;从 关系 尺 的 
关系 矩阵 MR ,很 容易 求 出 其 逆 关 系 R 的 关系 矩阵 Mr-1 ,请 读者 自己 总 结 其 规律 . 

下 面 讨论 关系 逆 运 算 的 性 质 . 

由 逆 运 算 的 定义 , 易 知 : 

【定理 2-2】 (R !) !=R. 

下 面 的 定理 给 出 的 是 逆 运 算 与 关系 的 集合 运算 之 间 的 性 质 . 

【定理 2-3】 设 R,SCAXB, 则 下 列 结论 成 立 . 

(IY RUS)Y =R "US. 

(2 ARTISY =R IS 

(3) (R)-!=R-!. 

证 ”只 证 明 (1), 其 余 留 作 练 习 . 

先 证 明 (RUS)-ECR-US- :任意 (xu)E(CRUS)- (显然 ,wxEB,vEA), 可 得 出 
(v,u)ERUS, 于 是 (v,u)ER 或 (v,u)ES, 从 而 (u,v)ER 1! 或 (wu,v)ES ,因此 ,(xv)E 
和 

上 述 过 程 可 以 反 过 来 ,就 可 以 证 明 R-US-ICGCRUS)-. 结论 (1) 得 证 . 

至 于 逆 运 算 与 关系 的 差 及 对 称 差 ( 环 和 ) 运 算 的 有 关 性 质 , 可 以 从 定理 2-3 推出 . 


2.2.3 关系 的 复合 运算 


1. 关系 及 与 关系 S 的 复合 RS 

右 工 与 y 有 关系 尺 , 且 > 与 zx 有 关系 S, 这 时 x 与 z 之 间 的 关系 就 是 关系 RR 与 S 的 复合 . 

【定义 2-6】 设 A, B,C 是 集合 , 若 RCAXB,SCBXxXC, 则 关系 RR 与 关系 S 的 复合 
(composition)R°。S 定义 为 

R。S={(zx,z)|x€A,z€C, 存 在 y € B 使 得 (x,y) € R,(y,z) ES) 
对 于 初学 者 来 说 ,关系 的 这 种 运算 是 比较 难 理解 的 . 先 看 一 个 例子 . 
【 例 2-19】 设 A={a,b,c,d},B= 二 (11,2,3,4) ,C= 二 {a,B,Y,6) ,A 到 B 的 关系 RR 取 为 
R= to (to Dh ded) 
B 到 C 的 关系 S 取 为 
S= {(1,a),(2,8),(2,60),(3,8)) 

试 计算 Re。S. 

解 ” 根 据 复合 运算 的 定义 , 求 出 所 有 的 满足 条 件 的 序 侦 (x ,xz). 

(1) (a,a) ER°。S, 因 为 存在 y= 二 1E€B, 使 得 (a,1) ER,(1,a)€S. 

(2) (a,B) ER°。S, 因 为 存在 y= 二 2E€B, 使 得 (a,2) ER,(2,8)ES. 

(3) (a,6) ER。S, 因 为 存在 y= 二 2€E B, 使 得 (a,2) ER,(2,6)E€S. 

(4) (5,B) ER。S, 因 为 存在 y= 二 2€E B, 使 得 (6,2)ER,(2,8)E€S. 
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(5) (5,6) ER。S, 因 为 存在 y= 二 2€B, 使 得 (6,2) ER,(2,6)E€S. 
(6) (d,B) ER。S, 因 为 存在 y= 二 3€EB, 使 得 (d ,3)ER,(3,B)ES. 
于 是 ,Re。S={(a,a),(a,B), (a,6), (65,B), (6b,0),(d,B)}. 
借助 于 关系 图 ,可 以 用 图 2-7 来 理解 上 面 所 给 出 的 例子 . 


图 2-7 


在 这 个 例子 中 需要 注意 的 是 ,虽然 有 (c,4) ER, 但 不 存在 (4,z) ES, 所 以 ,不 存在 
(c,z)ER°。°S, 这 是 初学 者 要 注意 的 问题 . 

由 复合 运算 的 定义 可 知 , 若 RCAXB,SCBXC, 则 ReSCAXC, 即 Re。S 是 集合 A 到 
C 的 关系 . 

也 可 以 借助 于 一 些 例子 去 理解 关系 的 复合 : 厂 x 是 y 的 母 杀 , y 是 > 的 妻子 , 则 z 是 
z 的 岳母 ; 若 工 是 y 的 父亲 ,y 是 z 的 父亲 , 则 x 是 z 的 祖父 . 自己 可 以 再 举 出 一 些 类 似 的 例 
子 , 以 帮助 我 们 理解 两 个 关系 的 复合 . 

需要 注意 的 是 ,不 是 任意 两 个 关系 都 可 以 求 复 合 的 . 根据 复合 运算 的 定义 知 , 只 有 在 
RSAXB,SSBXxC 时 ,有 一 个 公共 的 集合 B,R。°S 才 有 意义 . 换 句 话说 ,即使 R。S 有 意义 ， 
不 能 保证 S*R 有 意义 . 就 上 面 所 举 的 例 2-19 来 说 ,虽然 ReS 有 意义 ,但 S*R 没有 意义 . 

右 RCAXB,SCBXxA, 则 ReS 及 S。°R 都 有 意义 .特别 地 , 奢 R,S 是 A 上 的 关系 , 则 
R。S 及 S。eR 都 有 意义 .但 即使 ReS 及 S。R 都 有 意义 ,也 不 能 保证 ReS 二 Se。R, 见 下 面 的 
例 2-20. 也 就 是 说 ,关系 的 复合 运算 不 满足 交换 律 , 即 一 般 来 说 ， 

R。S 关 S。R 
【 例 2-20】 设 A=10,1,2,3),A 上 的 关系 RR 和 S 定义 如 下 
R= {(zx,y) | x,y EA,y = Zz 十 1 或 y= x/2} 
SS 一 (人 (zy) |zyEAz 一 y 十 2) 
计算 ReS 及 SeR. 

解 ” 由 题 意 知 ,R= 二 {(0,1),(1,2),(2,3),(0,0),(2,1)},S 二 {(2,0),(3,1)}), 于 是 有 ， 
ReoS—={(tT 0 0021 RE 人 2 (0) 327 

显然 有 ,R。S 关 Se*R,， 所 以 ,在 讨论 两 个 关系 复合 的 时 候 , 要 注意 它们 的 顺序 . 

【 例 2-21】 设 A={a,b,c,d)},A 上 的 关系 RR、S 和 本 分 别 为 R= 二 {(65,6), (b,c),(c， 
a)},S={(b,a), (csa), (cd),(d,c)},T = {(a,60), (c, 650) ,，(d, aa))， 试 计算 (R。S)。 人 和 
R°:(S°.T). 

解 

(1) 由 于 R。S={(b,a),(b,d)}, 于 是 (R。S)s:T={(65,0),(b,a)}. 

(2) 因为 SeT=={(65,6) ,Gc,6) ,ca), Cd,60)}, 所 以 Re(S° T)={(6,60), (0,a)}. 

下 面 讨论 关系 复合 运算 的 性 质 . 
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前 面 已 经 知道 ,关系 的 复合 运算 不 满足 交换 律 , 但 可 以 证 明 : 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 . 
【定理 2-4】 设 RCAXB,SCBXC,TCCXD, 则 下 式 成 立 
(R°。°S). T=R.。(S.T7) 

证 ” 先 证 明 (R。S)。TCR。e(S。T); 任意 (x,w)E(R。S)。T, 由 复合 运算 的 定义 知 ,存在 
zEC 使 得 (zx,z)ER°。S 且 (z,w)ET. 下 次 根据 复合 运算 的 定义 知 ,存在 vyEB 使 得 (x,y)€ 
R 有 是 (y,z) ES. 因 为 (y,z)ES 且 (zxz,w)ET, 所 以 (y,w)ES°。T. 又 因为 (x,y) ER,， 
于 是 有 (x,w)ER。(S。T). 因 此 ,有 (R°*S)。TCR°。(S°。T). 

类 似 地 ,可 以 证 明 ;R。(S。T) 和 (R。S)°T. 实际 上 ,上 述 过 程 可 倒 推 回去 . 

所 以 ,有 (R°S)°。°T=R。(S°T). 

正 因为 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 ,所 以 ReS。T 有 意义 ,可 以 理解 成 (R。S)。T, 也 可 
以 是 Re(S。T). 

【定理 2-5】〗 设 RCAXB,S,TCBXC, 则 . 

(1) Re (SUT)=(R°S) U CR。T) 

(2) Re (SNT)E(R:S) NBR:T). 

证 ”只 证 明 (2), (1) 留 作 练 习 . 

任意 (zx,z)ER。e(S 门 T) ,根据 定义 知 ,存在 y€B 使 得 (x,y) ER,(y,z)ESN 八 T, 这 时 
(y,z)ES 且 (y,z)ET, 进 而 由 定义 有 (zx,z)ER°S 且 (x,z)ER。T, 于 是 有 (zx,z)E€(R°S) 
门 (R°。T). 所 以 结论 成 立 . 

需要 注意 的 是 ,一 般 来 说 ,等 式 Re(S 门 T)==(R。S) 门 (Rs*T) 不 成 立 ， 即 复合 运算 对 关 
系 的 交 运 算 不 满足 分 配 律 .下面 是 一 个 例子 . 

【 例 2-22】 设 A=(a,b,c,d},A 上 的 关系 R、S 和 本 分 别 取 为 

Dn Dd = tr 
显然 ,S11T== 名 ,进而 Re(S[1T)= 二 多. 男 一 方面 ,R*S 一 ReT 二 {(a,d)), 所 以 ,(R。S) 中 
(ReoT)= 二 {(a,q)), 因 此 有 Re(SN 站 T) 关 (R。S) 站 (RR°T). 

下 述 定 理 给 出 复合 运算 与 逆 运 算 之 间 的 关系 . 

【定理 2-6】 设 RCAXB,SCBXC, 则 (R°S) !==S- 1oR 1. 

证 ” 先 证 明 (R。S)-!1CS-!1o。R-T1!1; 任意 (u,v)E€(R。S)- 1!, 由 逆 关 系 的 定义 有 (v,u) EE 
R。S, 进 而 存在 yYEB, 使 得 (v,y) ER,(y,u)ES. 于 是 ,(y,v)ER '!,(u,y)ES 1, 根 据 复 合 
运算 的 定义 有 (u,v)ES 1!1°R 1. 

再 证 明 Se。R 'C(R。S) :上述 过 程 逆 推 即 证 . 定理 得 证 . 

下 述 定理 给 出 复合 运算 与 恒 等 关 系 之 间 的 一 个 结论 . 

【定理 2-7】 设 RCAXB, 则 . 

(1) IaA°: R=R:; 

(2) Re Is=R. 

证 ( 留 作 练习 ). 

2. 关系 R 的 方 容 运 算 R" 

设 RCAXB, 由 复合 运算 的 定义 知 ,一般 来 说 Re°R 都 没有 意义 , 除非 R 是 集合 A 上 的 
关系 . 为 了 讨论 关系 R 的 方 究 运 算 (power of relation) ,需要 假定 RCAXA. 
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【定义 2-7】 设 RCAXA, 定 义 RR 二 I4(A 上 的 恒 等 关系 ),R!= 二 R, R" 二 ReRe…°R,n 宇 2. 

由 于 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 ,上 述 定义 是 有 意义 的 . 需要 注意 的 是 ,关系 R 是 集 
合 ,n 个 集合 可 以 定义 笛 卡 儿 积 运算 ,参见 第 1 间 有 关内 容 , 但 这 里 的 R" 是 nn 个 R 求 复 合 运 
算 , 这 根据 上 下 文 不 难 判 别 . 在 很 多 时 候 ,R? 写成 ReR. 

显然 ， 对 于 非 负 整数 m,n, 下 面 的 结 t 仑 成 立 . 

【定理 2-8】 设 RCAXA, 对 于 非 负 整数 区 ,n, 有 : 

(1)Y Re 

(I TR 

(3) (R™”) "=(R  )". 

【 例 2-23】〗 设 A={a,b,c), 集 合 A 上 的 关系 RR 二 {(a,6b), (b,c),(c,a)), 试 计算 
R"(n 为 正 整 数 ). 

解 R' = 二 R=={(a,b), (b,c),(c,a)}, 

Pm ,Dy a 
RY={(a,a), 0.06), csc)}=L,,， 

进而 有 R= 二 RI eR 二 I4°R 二 R,R’ 二 RI。R? 二 14°R’ 二 Ri? ,继续 该 过 程 知 ,对 于 任意 正 整 
RR sR 

请 注意 , 例 2-23 的 结论 不 是 偶然 的 ,参见 习题 2. 2. 

3. 函数 三 与 函数 gs 的 复合 f°*g 

设 1:A 一 B 是 g:B 一 C, 困 数 三 与 图 数 g 的 复合 记 为 fg. 由 2.1 市 知 fCAXBE 有 HH 
g5 握 BXC, 关 系 f 与 关系 g 的 复合 也 是 记 为 f°g. 它们 是 完全 一 致 的 . 


2.2.4 关系 的 其 他 运算 


在 具体 应 用 中 ,如 在 数据 库 理 论 中 ,还 会 涉及 关系 的 其 他 运算 “ ,如 关系 的 连接 运算 、 
关系 的 投影 运算 .关系 的 限制 运算 .关系 的 除 运 算 等 ,由 于 篇 幅 限 制 和 侧重 点 不 同 , 在 此 不 作 
讨论 .但 为 了 后 面 讨论 子 格 的 方便 ,用 较 小 的 篇 幅 介 绍 关 系 限 定 运算 中 的 一 种 特殊 情况 : 关 
系 在 一 个 子 集 上 的 限定 . 

【定义 2-8】 设 R 是 集合 A 上 的 关系 ,B 是 A 的 子 集 , 则 R 在 B 上 的 限制 为 

R|s= {i(zxsy) | zx,y EE BEA(rz,y) € R) 

将 B 上 的 关系 尺 1s 仍 记 为 R. 

【 例 2-24】 设 A=(a,b,c,d,e,f,g),A 上 的 关系 R= 二 IAU {(g, d), (g,0b), (g, a)， 
(ds Bs Cs tj)s py Bs (Es Wy ler ls Cny fos (po Es fy Eo fo ds evals 
B 二 ta, b,c，d,，g}, 则 RK 在 B 上 的 限制 为 

Rs = let {ps dr Cpr Bs Up os tds DYs Cos Bs Lp, ts (ps Cs Ces WA)! 

后 面 在 讲 了 关系 的 性 质 后 ,还 要 学 习 关 系 的 3 种 闭 包 运算 ,它们 分 别 是 和 目 反 闭 包 rr(R)、 
对 称 闭 包 s(R) 和 传递 闭 包 1(R). 

在 C 语言 中 所 出 现 的 关系 符号 按 数学 方式 写 有 小 于 “二 ”小 于 等 于 “三 ”大 于 “二 ”大 
于 等 于 “ 宇 ”、 等 于 “二 ”和 不 等 于 “ 关 ”6 个 符号 . 所 涉及 的 关系 表达 式 汪 实际 上 是 判断 两 个 元 
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素 是 否 有 关系 ,因而 有 一 个 逻辑 值 . 
思考 ”关系 的 计算 机 表示 及 关系 运算 如 何 实现 ? 


站 题 2.2 


1. 设 A=={0,1,2,3},A 上 的 关系 尺 和 S 分 别 为 
R={(zx,y)|zx,yEA,Zz+y=3} 
S={(zx,y)|zx,yEA,y—z=1) 

试 计算 RUS,RNMS,R,R 一 S,S 一 R,R®S. 

2. 设 R,SCAXB, 则 下 列 结论 成 立 . 

CISRRTIE =" 

(9 (RY "=R 

(3) (R—S) !=R- !—S-. 

(4) (RODS) !=R ODS. 

3. 设 A=={a,b,c,d},A 上 的 关系 R 和 S 分 别 为 

R= (bb) (he) (eya}! 
Ss mi le aa 
试 计算 R71,S-T!1,R°。S,S°R,R’,S’,R°S°R,S°R’. 

4. 设 R 是 A 上 的 关系 ,名 是 A 上 的 空 关系 ,证 明 ReB = 人 B。R=2. 

5. 设 RCAXB,S,TCBXC, 则 Re(S UT)==(R。S) U (RT), 试 证 明之 . 

6. 设 S,TCAXB,RCBXC, 则 (SN 门 T)。 RC(S。R) 门 (T。R), 并 举例 说 明 不 能 将 

“C” 改 为 “二”. 

7. 设 RCAXB, 则 

(1) Ia° R=R. 

(2) Re Is=R. 

8. 设 R,S 和 T 丁 为 集合 A 上 的 关系 , 匠 ST, 证 明 ReSCR。T. 

9. 设 RCOAXA, 对 于 非 负 整数 m, 有 (R”) 三 (及 一) 

10. 设 |A|=n,R 是 A 上 的 关系 , 则 存在 自然 数 i, j 使 得 Ri==Ri, 其 中 0 二 i 二 j 志 2” . 


1 咯 设 A= ‘a esd ,A 上 的 关系 为 R= 二 {(5,0) te ,《(c,a)}, 试 计算 UIs 
n=] 


12. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 关系 有 是 Re。S= 也. 
(1) 若 A 是 有 限 集合 , 则 R 和 S 都 是 A 上 的 双 射 . 
(2) 举例 说 明 , 吞 A 是 无 限 集合 , 则 R 和 S 不 一 定 是 A 上 的 双 射 . 


2.3 关系 的 性 质 


前 面 定 义 的 关系 是 一 般 的 关系 ,但 在 实际 问题 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 具有 某 种 或 同时 具有 
某 几 种 特殊 性 质 的 关系 . 
对 于 集合 A 上 的 关系 RC 导 AXA, 最 常见 的 关系 R 的 性 质 有 5 种 ,分 别 介 绍 如 下 . 
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2.3.1 自 反 性 


【定义 2-9】 设 RCAXA, 若 对 于 任意 xEA, 均 有 (x,Xx)ER, 即 xRz, 则 称 R 为 A 上 
的 自 反 关系 ,或 称 尺 在 A 上 是 自 反 的 ,或 称 R 在 集合 A 上 具有 目 反 性 (reflexive property). 

【 例 2-2S】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 

R= {(a,a), (a60) ,B60) cc) csa), Gd,d)) 

是 自 反 的 ， 因为 对 于 任意 xXEA, 均 有 (x,Xx)ER. 

需要 注意 的 是 ,R 是 否 为 A 上 的 自 反 关系 ,只 需 判 断 是 否 A 中 任意 元 素 x,， x 与 x 都 有 
关系 R. 于 是 , 若 RR 取 为 {(aya),(a,60),(0,60),《cyc),《c,a)}, 则 因为 4€EA, 而 (4d,d) FR, 它 
不 是 自 反 的 . 另外 , 若 关 系 RR 取 为 R= 二 {(a,a),(60,0),(c,c),《c,a),《(d,d)), 则 它 仍 是 自 反 
的 , 它 与 (a,0) 是 否 属于 RR 无关. 

整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “|” 是 目 反 的 ;集合 X 的 需 集 PCX) 上 的 包含 关系 
“C” 是 目 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 "过 ?是 目 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关系 
“二 ”不 是 自 反 的 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 自 反 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-9】 设 RCAXA, 则 R 在 A 上 目 反 的 充 要 条 件 是 I4CR, 其 中 I4 是 A 上 的 恒 

证 ”只 需 注意 到 有 一 {((z,z)|zEA)} 即 可 . 

显然 , 空 集 多 上 的 关系 只 有 空 关系 名 一 个 ,该 空 关系 名 是 空 集 名 上 的 自 反 关系 ,因为 
A 二 名 ,所 以 人 4 二 名 ,而 R= 名 ,这 时 有 I4 乞 R, 故 结论 成 立 .这 是 一 种 非常 特殊 的 情况 . 

在 关系 图 Gk 中 , 若 每 一 个 点 处 都 有 一 个 环 ( 自 环 ), 则 尺 是 自 反 的 ,否则 只 要 在 某 一 个 
包 点 处 没有 环 , 则 RR 不 是 自 反 的 . 例 2-25 所 给 R 的 关系 如 图 2-8 


— 
所 示 . 
(5 从 尺 的 关系 矩阵 MaR 去 判断 , 若 Ms 中 主 对 角 线 元 素 全 为 1， 
则 R 是 自 反 的 ; 奇 Mx 中 主 对 角 线 元 素 不 全 为 1( 即 至 少 有 一 个 元 
登 素 为 0), 则 尺 不 是 自 反 的 . 例 2-25 所 给 R 的 关系 矩阵 为 
ed 


(C5 1 100 
0 1 0 0 
图 2-8 1 0 1 0 
0 0 0 Ll 
对 于 初学 者 来 说 ,关系 性 质 的 判定 不 是 很 容易 的 .正确 理解 概念 是 至 关 重 要 的 . 
2.3.2 反 自 反 性 


【定义 2-10】 设 RCAXA, 肴 对 于 任意 xEA, 均 有 (x,x) 久 R, 则 称 R 为 A 上 的 反 自 
反 关 系 , 或 称 尽 在 A 上 是 反目 反 的 ,或 称 尺 在 集合 A 上 具有 反目 反 性 (irreflexive property). 
【 例 2-26】 设 A=={a,b,c,d}),A 上 的 关系 
R= {(b,a),(asb), pc) (cd), (csa))} 
是 反 自 反 的 ,因为 对 于 任意 xEA, 均 有 (x ,xX) FR. 
注意 RR 是否 为 A 上 的 反 自 反 关 系 , 只 需 判 断 是 否 A 中 任意 元 素 工 ,，X 与 x 都 没有 关 
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系 尺 .于 是 ,在 例 2-26 中 , 若 民 取 为 {(aya),(a, po), (bc),(cd), ca)), 则 因为 CEA, 而 
(a,a)ER, 它 不 是 反 自 反 的 .另外 , 若 关 系 尺 取 为 {(0,a),(b,c),《c,d),(c,a)), 则 它 仍 是 反 
自 反 的 , 它 与 (oa,p) 是 否 属 于 尺 无 关 . 

整数 集合 乙 上 的 整除 关系 "| "不 是 反 上 自 反 的 ;集合 X 的 蜘 集 P(X) 上 的 包含 关系 “ 守 ” 
不 是 反目 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 "过 ”不 是 反目 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关 
系 “ 过 "是 反目 反 的 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 RR 反目 反 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-10】〗 设 RCAXA, 则 R 在 A 上 反 自 反 的 充 要 条 件 是 14 站 R= 名 ,其 中 I 是 
A 上 的 恒 等 关 系 . 

证 ( 留 作 练 习 ). 

显然 , 空 集 多 上 的 空 关系 人 如 也 是 其 上 的 反 自 反 关 系 ,因为 A 二 名 ,所 以 4 二 名, 而 R= 
名 ,这 时 有 [1R 二 名, 故 结 论 成 立 . 于 是 , 空 集 久 上 的 空 关系 名 既是 目 反 的 ,也 是 反目 反 的 . 
下 面 所 举 的 关系 既 不 是 目 反 的 ,也 不 是 反目 反 的 . 

【 例 2-27】〗】 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 

R= ‘(a,a),(a,b),(b,60), (c,d),(c,a)} 

因为 对 于 cE€EA, 有 (c,c)R, 所 以 RR 不 是 目 反 的 ;因为 a€EA, 有 (a,a)ER, 所 以 R 不 是 反目 
反 的 . 

例 2-25 给 出 的 是 目 反 但 不 是 反目 反 的 关系 例子 , 例 2-26 给 出 的 是 反目 反 但 不 是 目 反 
的 关系 例子 . 

在 关系 图 Gk 中 , 夺 每 一 个 点 处 都 没有 环 , 则 R 是 反目 反 的 ,否则 只 要 在 菜 一 个 点 处 有 
环 , 则 R 不 是 反目 反 的 . 例 2-26 所 给 R 的 关系 图 ,如 图 2-9 所 示 . be—=——ea 

从 民 的 关系 答 阵 MR 去 判断 , 奢 Mr 中 主 对 角 线 元 系 全 为 0, 则 
RR 是 反目 反 的 ; 右 Mx 中 主 对 角 线 元 素 不 全 为 0( 即 至 少 有 一 个 元 系 为 1)， 
则 R 不 是 反 自 反 的 . 例 2-26 所 给 尺 的 关系 矩阵 为 


0 1 0 0 vd 
CO 
1] 0 1 0 
Me 一 图 2-9 
| | 
0 0 0 0Jw 


2.3.3 对称 性 


【定义 2-11】 设 RCAXA, 对 于 任意 x,yEA, 如 果 (x,y)ER, 那 么 有 (y,X) ER, 则 称 
R 为 A 上 的 对 称 关 系 , 或 称 R 在 A 上 是 对 称 的 ,或 称 R 在 集合 A 上 具有 对 称 性 (symmetric 
property). 

【 例 2-28】〗】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 

R= ‘(6b,a),(a,b),(b,60),(d,c), (c,d)} 

是 对 称 的 . 

关系 尺 为 A 上 的 对 称 关 系 , 必 须 满 足 :只 要 (x,y)ER, 就 一 定 有 (y,X)ER. 于 是 ,I 中 
的 元 素 不 影响 关系 及 的 对 称 性 .在 例 2-28 中 , 奇 R 取 为 {(b5,a),(a,60),(0,06),(d,c)), 则 因 
为 (d,c)ER, 而 (c,d) KR, 它 不 是 对 称 的 . 


整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “| ?不 是 对 称 的 ;集合 X(CIX|I= 三 1) 的 震 集 P(X) 上 的 包含 关 
系 “ 导 ”不 是 对 称 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 "和 ”不 是 对 称 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 
关系 “一 ”不 是 对 称 的 ;三 角形 之 间 的 全 等 关系 "人 ?是 对 称 关 系 ; 整 数 集 Z 上 的 模 &A 同 余 关 
系 “ 三 ”具有 对 称 性 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 是 对 称 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-11】 设 RCAXA, 则 R 在 A 上 对 称 的 充 要 条 件 是 R=R-1. 

证 ( 留 作 练 习 ). 

在 关系 图 中 GR 中 , 耕 每 一 对 不 同 点 之 间 有 边 , 即 有 问 曲 线 , 一 定 是 成 对 出 现 的 , 则 R 是 
对 称 的 ,否则 只 要 在 某 一 对 点 处 没有 成 对 出 现 , 则 R 不 是 对 称 的 . 例 2-28 所 给 R 的 关系 图 
如 图 2-10 所 示 . 

显然 ,R 对 称 充 要 条 件 是 Me 中 元 素 关 于 主 对 角 线 对 称 ， 即 Mr 对 称 . 例 2-28 所 给 RR 的 


关系 矩阵 为 
0 1 0 0 (让 一 
1 1 0 0 
MrT|o oo01 人 
0 0 1 0jJw 


2.3.4 反对 称 性 


【定义 2-12】 设 尺 EAXA, 对 于 任意 zy,yEA, 如 果 (z,y)ER 且 (>,z)ER, 那 么 一 是 
有 x 二 y, 则 称 R 为 A 上 的 反对 称 关 系 , 或 称 尺 在 A 上 是 反对 称 的 ,或 称 尺 在 集合 A 上 具有 
反对 称 性 Cantisymmetric property ). 

关系 尺 反 对 称 的 等 价 定义 为 : R 为 A 上 的 反对 称 关 系 是 指 对 于 任意 Xx,yE A, 右 7 关 y， 
则 (zx,y)ER 与 (y,7X) ER 不 能 同时 成 立 . 

【 例 2-29】 设 A=={a,b,c,d),A 上 的 关系 

R= ‘(a,a), (ayp)， (bb), (b,c), (d,c)} 

是 反对 称 的 . 

根据 反对 称 关 系 的 定义 知 , 1 中 的 元 素 不 影响 其 反对 称 性 , 像 例 2-29 中 的 (a,a)， 
(5,0). 关 系 尺 反对 称 , 则 A 中 任意 两 个 不 同 元 隶 z，y，(Cz,y)ER 与 (y,z)ER 不 能 同时 成 
立 , 当然 可 以 都 不 成 立 : (x,y)FKER 且 (y,x) 儿 R. 硅 R 取 为 {(a,a),(a,b),(b,b), (b,c)， 
(c.0)}), 则 因为 6,cEA,b 关 Cc, 而 (b,c)ER 有 日 (c,6)ER, 因 此 , R 不 是 反对 称 的 ;同时 ,这 样 
取 的 关系 R 也 不 是 对 称 的 ,因为 (a,5)ER, 但 (5,a) R. 例 2-28 给 出 的 是 对 称 但 不 是 反对 
称 的 关系 例子 , 例 2-29 给 出 的 是 反对 称 但 不 是 对 称 的 关系 例子 . 再 看 一 个 例子 . 

【 例 2-30】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 

RR == (am) sect)} 

既是 对 称 的 ,也 是 反对 称 的 . 

整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “1” 不 是 反对 称 的 ,因为 21 一 2 且 一 212;X 的 才 集 忆 (CX) 上 的 
包含 关系 “ 导 ” 是 反对 称 的 ,因为 对 于 任意 A,BEP(X), 若 ACSB 且 BCA, 一 定 有 A=B; 实 
数 集 合 R 上 的 小 于 等 于 关系 "过 ?是 反对 称 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关系 “二 ”是 反对 称 的 ， 
因为 对 于 任意 Xx,yER, 硅 X 关 y, 则 x 二 y 和 yy 二 x 不 会 同时 成 立 . 
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下 面 的 定理 给 出 判断 R 反对 称 的 充 要 条 件 . 
【定理 2-12】 设 RCAXA, 则 R 在 A 上 反对 称 的 充 要 条 件 是 R[1IR C14, 其 中 I4 是 
A 上 的 恒 等 关系 . 
证 (1) 假定 R 反 对 称 . 若 (x,y)ERNMR 1, 则 (x,y)ER 且 (x,y)ER '!. 由 (x,y)E€ 
R71 可 得 出 (y,x)ER. 由 R 反 对 称 知 ,x 二 y, 这 时 有 (x,y)ETa, 于 是 R11IR 7!CIa. 
(2) 假定 RNR7!CIa. 对 任意 zx,yEA, 阁 (x,y)ER 且 (y,x)ER, 由 (y,x)ER 可 推 
出 (x,y)ER 1, 所 以 (zx,y)ER[IR 1. 而 RIIR "1!CTh ,于 是 (zx,y) EI, 进而 z= 二 vy. 根据 反 
对 称 的 定义 知 , R 反对 称 . 
在 关系 图 Gr 中 ,各 每 一 对 不 同 点 处 的 边 都 没有 成 对 出 现 , 则 
R 是 反对 称 的 ,否则 只 要 在 某 一 对 点 处 的 边 成 对 出 现 , 则 R 不 是 反对 人， 
称 的 . 例 2-29 所 给 R 的 关系 图 如 图 2-11 所 示 .  ) 
关系 R 反 对称 的 充 要 条 件 是 关系 矩阵 Mx 中 关于 主 对 角 线 对 称 
的 元 素 不 能 同时 为 1. 例 2-29 所 给 R 的 关系 矩阵 为 
0 0 


1 
0 1 1 0 

Me 人 图 2-1]1 
0 0 0 0 
0 0 1 0J4x4 


2.3.5 传递 性 


【定义 2-13】 设 RCAXA, 对 于 任意 x,y,zEA, 如 果 (x,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 
(zz)ER, 则 称 尺 为 A 上 的 传递 关系 ,或 称 尽 在 A 上 是 传递 的 ,或 称 RR 在 集合 A 上 具有 传 
递 性 (transitive property). 

【 例 2-31】 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 

DPD EA Pe 
是 不 传递 的 , 因为 (c,a)ER 有 目 (a,c)ER, 但 (c,c) RR. 
【 例 2-32】 设 A=={a,b,c,d}) ,A 上 的 关系 
R= {(asa) ,Cas6), (0.0), (byc)s csp)， (asc) (csa) ,csc), (ba))} 
是 传递 的 . 

根据 传递 关系 的 定义 ,只 要 (x,y)ER 有 日 (y,z) ER, 就 一 定 有 (x,z)ER, 则 RR 是 传递 
的 .在 例 2-31 中 ,虽然 (a,6)ER 且 (b,c)ER, 有 (a,c)ER; 其 至 (4a,c)ER 且 (c,a)ER, 有 
(a,a)ER, 但 因为 (c,a)ER 且 (a,c)ER, 但 (c,c) FR, 所 以 R 不 传递 . 

整数 集合 ZZ 上 的 整除 关系 *1” 是 传递 的 ;集合 X 的 需 集 PCX) 上 的 包含 关系 “ 王 ? 是 传 
递 关 系 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “三” 是 传递 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关系 “二 ”是 传 
递 的 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 传递 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-13】 设 RCAXA, 则 RR 在 A 上 传递 的 充 要 条 件 是 ReRCR. 

证 (过 ) 对 于 任意 (x,z)ER°R, 由 关系 复合 运算 的 定义 知 , 存 在 yEA 使 得 (x,y)ER 
且 (y,z)ER. 因 为 RR 传递 ,所 以 (zx,z)ER, 于 是 ReRCR. 

(二) 对 于 任意 x,y,zEA, 设 (zx,y)ER 且 (vy,z) ER, 由 关系 复合 运算 的 定义 知 
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(Xz,z)ER°R. 因 为 Re:RCR, 所 以 (zx,z)ER, 故 RR 传递 . 
【 例 2-33】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 
R='‘(a,60), (a,c)) 
be 一 一 jea 是 传递 的 , 因为 经 计算 知 ReR== 久 ,显然 有 R。 RCR. 值得 特别 注意 的 是 ， 
不 能 因为 (a,b6) ER, 而 没有 (b,c) ER 之 类 ,就 认为 尽 不 传递 . 若 取 
R = {(a,b)) 
则 R 也 是 传递 的 . 

在 关系 图 Gr 中 ,对 任意 的 XxX,y,zEA, 只 要 x 到 y 有 边 且 yy 到 x 有 边 ， 
就 一 定 有 x 到 有 边 , 则 R 是 传递 的 .假设 关系 R 的 关系 如 图 2-12 所 示 ， 
则 关系 尺 不 传递 ,因为 a 到 c 有 边 且 c 到 4d 有 边 , 但 < 到 < 没有 边 . 

根据 定理 2-13, 考 虑 ReR 的 关系 矩阵 与 尺 的 关系 矩阵 的 关系 可 得 出 从 R 的 关系 和 矩阵 
Mx 去 判断 R 的 传递 性 的 方法 . 

上 面 介 绍 的 是 常见 的 5 种 关系 的 性 质 , 在 实际 问题 中 可 能 会 遇 到 其 他 性 质 的 关系 (如 连 
续 性 、Euclid 性 .连通 性 、 反 传递 性 .循环 性 等 ,部 分 性 质 参 见习 题 2. 3). 下面 的 例子 是 根据 
所 给 定 的 关系 ,判断 R 具有 何 性 质 . 当然 ,可 以 考虑 让 计算 机 判断 关系 具有 哪些 性 质 . 

【 例 2-34】〗】 设 A={0,1,2,3,4,5),A 上 的 关系 

R= ‘i(z,y) |zyEAz 十 y 王 5) 
试 判断 R 具有 的 性 质 ( 自 反 、 反 自 反 、 对 称 、 反 对 称 和 传递 ) ,说 明理 由 . 

解 (1) R 不 具有 自 反 性 :(0,0) RR. 

(2) R 具有 反 自 反 性 :任意 xEA, 显 然 有 (x ,x) FR. 

(3) R 具 有 对 称 性 :任意 x,y€EA, 若 (zx,y)ER, 则 x 十 y= 二 5, 显 然 y 十 X= 二 5, 即 (y,x) ER. 

(4) R 不 具有 反对 称 性 :(2,3)ER,(3,2)ER. 

(5) R 不 具有 传递 性 :因为 (2,3)ER,(3,2)ER, 但 (2,2) RR. 

综 上 所 述 ,R 具有 有 反 自 反 性 和 对 称 性 (事实 上 ,可 以 先 求 出 尺 ,再 讨论 其 性 质 ). 

【 例 2-3S】〗】 设 R 是 集合 A 上 的 对 称 且 传递 的 关系 ,可 得 出 RR 是 集合 A 上 的 目 反 天 
系 吗 ? 

有 人 做 如 下 推导 : 对 于 任意 xEA, 由 于 R 是 对 称 的 , 则 由 (x,y)ER 可 得 出 (>y,z)ER， 
又 因为 R 是 传递 的 ,由 (x,y)ER 及 (y,7) ER 可 得 出 (x,x)ER, 所 以 R 是 自 反 的 .请 举例 
指出 上 述 术 推 理 的 错误 之 处 . 

解 ” 取 A={a,b,c), 令 RR 二 {(a,a),(a,60),(0,a),(b,0)) ,容易 知道 R 是 集合 A 上 的 对 
称 的 .传递 的 关系 . 由 于 cEA, 而 (c,c) KR, 因 此 R 不 是 A 上 的 自 反 关系 . 

上 述 推理 错 在 对 R 是 A 上 的 对 称 关 系 的 理解 上 .R 是 A 上 的 对 称 关 系 是 指 ,对 于 任 
意 xX,yEA, 如 果 (x,y) ER, 那 么 可 得 出 (y,xX) ER. 硅 “(xX,y) ER” 不 成 立 , 则 上 述 推 理 
失效 . 

最 后 考察 关系 的 性 质 与 关系 运算 之 间 的 关系 . 

【 例 2-36】 设 R,S 是 集合 A 上 的 传递 关系 , 试 判断 ReS 是 否 一 定 传 递 , 说 明理 由 . 
R°eR 是 否 一 定 传递 ? 

解 R。S 不 一 定 传递 .例如 , 取 A=(a,b,c,d), 令 
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R= i\i(ab) (bc) ,asc)}, S= (b,c), (cs,a), CO 4) 
很 容易 验证 ,R,S 是 集合 A 上 的 传递 关系 . 而 
R°。°S='i\(a,c),(a,a), (ba)} 
因为 
(Bon) E RS (0) EE RS 
但 (b,c) Re。S, 因 此 ReS 不 传递 . 
由 于 RR 是 传递 的 ,于 是 ReRCR, 因 此 (R°*R)。(R°。R) CR°*R, 所 以 ReR 是 传递 的 . 
表 2-2 列举 出 关系 的 性 质 与 关系 运算 之 间 的 关系 , 表 中 “VV” 表示 正确 (True),“X” 表 
未 错误 (False). 


表 2-2 


运算 


RI[IS 


【 例 2-37】 设 R,S 是 集合 A 上 的 对 称 关 系 . 

(1) 举例 说 明 R。S 不 一 定 对 称 . 

(2) 证 明 : Re。eS 对 称 的 充 要 条 件 是 R。S= Se。R. 

解 (1) 例如 , 取 A={a,b,c) , 令 

R= {lub)s (halls SS= tbc) tes0)i 

显然 ,R,S 是 集合 A 上 的 对 称 关 系 . 而 ReS=={(a,c)), 因 为 (a,c)ER。S, 但 (c,a)FReS, 因 
此 R。S 不 对 称 . 

(2) 由 于 R,S 对 称 , 所 以 R-!=R, 且 S :一 S. 

(之 ) 在 尺 。S A 因此 Re。S=S°eR. 

(二 ) 背 ReS=SeR, 因 为 (Re*S) != 二 S 1。R ! 二 S。R, 进 而 (R。*°S) != 王 Re。eS, 于 是 Re。eS 
对 称 . 
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站 题 2.3 


1. 设 RCAXA, 证 明 R 在 A 上 是 反 自 反 的 充 要 条 件 是 TafiR= 包 ,其 中 人 有 是 A 上 的 
恒 等 关 系 . 

2. 设 RCAXA, 证 明 R 在 A 上 对 称 的 充 要 条 件 是 R=R- 1. 

3. 设 A=={a,b,c),A 上 的 关系 尺 二 {(a,65),(b,c)), 试 求 出 3 个 包含 关系 R 的 传递 


4. 设 RCAXA, 对 于 任意 x,y,zEA, 如 果 (x,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 (x,z) 全 R, 则 
称 R 为 A 上 的 反 传递 关系 . 

(1) 试 举 出 一 个 反 传递 关系 的 例子 . 

(2) 证 明 : R 反 传递 的 充 要 条 件 是 (ReR) 人 1R= 8. 

5. 设 RCAXA, 对 于 任意 x,y,zEA, 如 果 (x,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 (z,x)ER, 则 
称 R 为 A 上 的 循环 关系 . 

(1) 试 举 出 一 个 循环 关系 的 例子 . 

(2) 证 明 : 硅 R 是 自 反 的 和 循环 的 , 则 R 具有 对 称 性 和 传递 性 . 

6. 硅 |Al 二 n,R 为 A 上 的 反对 称 关 系 , 求 出 R NR 1! 的 关系 矩阵 中 至 少 多 少 个 元 素 
是 0. 

7. 设 RCAXA, 奢 R 具 有 上 自 反 性 及 传递 性 , 则 ReR==R. 其 逆 命 题 为 真 吗 ? 

8. 设 尺 是 复数 集合 C 上 的 关系 ,定义 如 下 : 

R= {(z,;y) |zycEC 且 z 一 > 一 4 十 bi 其 中 ap 为 非 针 整数 ) 

试 确 定 R 的 性 质 ( 自 反 、 反 自 反 、 对 称 、 反 对 称 和 传递 ) ,说 明理 由 . 

9. 确定 三 角形 之 间 的 相似 关系 “2” 具 有 哪些 性 质 ( 自 反 、 反 自 反 、 对 称 、 反 对 称 和 传 
递 ) ,说 明理 由 . 

10. 设 X 关 名 ,R 是 P(X) 上 的 关系 ,定义 如 下 : 

R= {(A,B)| A,BE€E P(X) 有 HANMNBzYL) 

试 确定 尺 的 性 质 ( 自 反 性 、 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 ) ,说 明理 由 . 

11. 设 A=={a,b,c,d), 试 举 出 一 个 A 上 的 关系 的 例子 ,使 其 同时 不 具有 自 反 性 、 反 自 反 
性 对称 性 、 反 对称 性 和 传递 性 . 

12. 设 R,S 是 集合 A 上 的 关系 , 试 判 断 下 列 命题 的 真 假 ,说 明理 由 . 

(1)RR 和 S 是 自 反 的 , 则 RUS 自 反 . 

(2)R 和 S 是 反目 反 的 , 则 RUS 反 目 反 . 

(3)R 和 S 是 对 称 的 , 则 RUS 对 称 . 

(4) RR 和 S 是 反对 称 的 , 则 RUS 反对 称 . 

(5)R 和 S 是 传递 的 , 则 RUS 传递 . 


2.4 关系 的 财 包 


通过 关系 的 一 些 运 算 可 以 得 到 新 的 关系 . 对 于 A 上 的 关系 尺 , 布 望 尺 具有 有 茶 些 有 用 的 
性 质 , 如 日 反 性 . 奢 民 不 具有 目 反 性 ,通过 在 R 中 添加 一 些 有 序 对 使 其 变 成 目 反 关系 , 这样 
也 可 以 得 到 一 些 新 的 A 上 的 关系. 


2.4.1 上 自 反 闭 包 r(CR) 


先 看 下 面 的 例子 . 

【 例 2-38〗】 设 A={a,b,c},A 上 的 关系 RR 二 {(a,a),(b,a),(b,c),《c,a),《a,c)), 试 求 
出 所 有 的 包含 RR 的 自 反 关系 . 

解 下面 的 4 个 关系 都 是 包含 R 的 自 反 关系 : 


。 D8 。 


民 二 CO 
R; =RU {1(050) 3 (cc) sa.0)1 
={(a,a),(b,a), (bc) ca)， ayc) DO) (cc), (a,b)} 
Ro =RU bo) (tee) (eo 
={(asa), (ba), (Osc) ca)， (asc), (0,0), (cc), Cc,0)} 
R=RUI 1(b bet) EL 
={(asa)s (bsa) (bc) (csa) (asc) 5 D) (cc), ay) (cb)} 
从 Ri,R;,R; 和 R 可 以 看 出 ,对 于 包含 关系 “三 ?来 说 ,Ri 是 4 个 包含 R 的 目 反 关系 中 
最 小 的 , 即 有 RISER;G=1,2,3,4). 就 把 Ri 称 为 R 的 自 反 闭 包 . 
【定义 2-14】 设 RCAXA, 最 小 的 包含 R 的 自 反 关系 称 为 R 的 自 反 闭 包 (reflexive 
closure) , 记 为 7(R). 
从 定义 2-14 可 知 ,R 的 自 反 闭 包 rr(R) 是 A 上 的 关系 , 且 必 须 满 足以 下 3 个 条 件 : 
(1) 包含 RR; 
(2) 目 反 性 ; 
(3) 最 小 性 . 
在 计算 R 的 目 反 团 包 r(R) 时 ,为 了 保证 最 小 性 ,在 关系 RR 的 基础 上 尽 可 能 少 地 添加 元 
素 ,但 要 求 目 反 . 实际 上 ,只 要 把 A 上 的 恒 等 关 系 I 中 的 全 部 元 素 加 进去 就 可 以 了 ,可 以 
证 明 : 
【定理 2-14】 设 RSAXA, 则 CR) 一 RU， 
证 (1) 显然 RUD 包含 R. 
(2) 因为 CRUTI, 所 以 RUTa 自 反 . 
(3) 对 于 任意 的 包含 R 的 自 反 关系 R', 有 RCR' 且 IA4SR' ,进而 有 RUIASR. 
故 ,，R 了 UT 是 最 小 的 包含 R 的 目 反 关系 , 即 目 反 闭 包 . 
很 容易 从 关系 R 的 关系 图 ,得 出 其 日 反 闭 包 r(R) 的 关系 图 . 
【 例 2-39】 设 A=ta,b,c,d),A 上 的 关系 R 的 关系 图 Gr 如 图 2-13 所 示 ， 试 画 出 
R 的 目 反 闭 包 rr(R) 的 关系 图 Gp. 
解 ” 要 男 出 R 的 目 反 闭 包 rr(R) 的 关系 图 Gp ,在 R 的 关系 图 Gr 的 基础 上 ,只 需 在 每 
一 个 点 处 都 画 上 一 个 环 即 可 ,如 图 2-14 所 示 . 


图 2-13 图 2-14 


除 关系 R 的 目 反 财 包 外 ,还 经 党 考虑 R 的 对 称 财 包 和 传递 财 包 . 


2.4.2 对 称 闭 包 (CR) 


【定义 2-15】 设 RCOAXA, 最 小 的 包含 R 的 对 称 关 系 称 为 R 的 对 称 闭 包 (symmetric 
closure) , 记 为 CR). 

计算 尺 的 对 称 财 包 s(CR) 时 ,在 关系 及 的 基础 上 尽 可 能 少 地 添加 元 素 , 只 要 对 称 就 可 以 
了 .实际 上 ,把 R 的 逆 关 系 R “中 的 全 部 元 素 加 进去 就 可 以 了 ,可 以 证 明 .: 

【定理 2-15】〗 设 RCAXA, 则 s(R) 二 RUR 1. 

证 〈( 留 作 练 习 ). 

【 例 2-40】〗 设 A={a,b,c) ,A 上 的 关系 R= 二 {(aya),《(b,a),(0,c),《(cya),《(a,c)}, 试 求 
出 玉 的 对 称 财 包 s(R). 

解 ”s(R)= 二 RUR 1!={(a,a) ,ba), (b,c), (ca), (a,c)) 

Ullmana)ytaD) (oD lo) ston)) 
={(asa), (ba), (bsc) (csa) (asc), (a,b), (cb)} 

要 画 出 RR 的 对 称 闭 包 s (R) 的 关系 图 Guw ,在 及 的 关系 图 ,, 
Gx 的 基础 上 , 硅 一 对 不 同 点 之 间 有 边 , 则 必须 成 对 出 现 . 

【 例 2-41】 设 A={a,b,c,d}),A 上 的 关系 R 的 关系 图 Gr 如 
图 2-13 所 示 , 试 画 出 R 的 对 称 闭 包 s(R) 的 关系 图 Gn. 

解 R 的 对 称 闭 包 s(R) 的 关系 图 Gr 如 图 2-15 所 示 . 


2.4.3 传递 闭 包 1(R) (9 4 ) 


【定义 2-16】 设 RCAXA, 最 小 的 包含 R 的 传递 关系 称 为 图 ”2-15 
R 的 传递 闭 包 (transitive closure), 记 为 1(R). 

【 例 2-42】 设 A=={a,b,c) ,A 上 的 关系 尺 二 {(a,6) ,60,c),(b,a)), 试 求 出 R 的 传递 闭 
包 t(R). 

解 1(R)=={(a,6), (b,c), (ba), a,c), (asa),(b,0)}. 

注意 在 根据 定义 计算 传递 闭 包 1(R) 时 ,同样 是 尽 可 能 少 地 添加 元 素 , 但 要 保证 添加 
后 得 到 的 关系 是 传递 的 . 在 例 2-42 中 ,不 能 仅 因为 (a,6),(b,c)ER, 添 加 元 系 (a,c) 就 可 以 
了 ,因为 这 样 的 话 , 所 得 到 的 关系 {(a,0), (b,c),(b,a),(a,c)) 是 不 传递 的 ， 还 要 添加 
(a,a),(b,0) ,这 是 初学 者 容易 出 错 的 地 方 .建议 在 做 完 后 要 检查 是 否 传递 . 

【 例 2-43】〗】 设 A==(a,b5,c,d) ,A 上 的 关系 R 的 关系 图 Gr 如 图 2-13 所 示 , 试 男 出 R 的 
传递 闭 包 1(R) 的 关系 图 Gum . 

解 R 的 传递 团 包 t(R) 的 关系 图 Gar 如 图 2-16 所 示 . 

计算 传递 财 包 的 一 般 公 式 是 比较 复杂 的 . 


【定理 2-16】 设 RSEAXA, 则 :R)= (JR'=RUR?URU-…. 
i 一 1 


证 “为 讨论 方便 起 见 , 令 R+= 【RRUR?UR?U… 下 面 证 明 1(R)==R1. 


1 一 1 
(1) RT 是 传递 的 . 对 于 任意 Xx,y,zEA, 假 设 (x,y) SER" 上 有 目 (y,z) ER ,根据 并 运算 的 
定义 知 ,存在 正 整数 r,s, 使 得 (z,y)ERr,(y,z)ER: ,于 是 有 (zz)E 司 。 民 一 RCR ,所 以 
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R 是 传递 的 . 显然 RCRT ,由 传递 闭 包 的 定义 知 ,zR)SR-. 
(2) 因为 RCt(R), 使 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 .: 
RCR t= dd 
假定 RiCxR), 任 取 (x,y) EER! 二 RieR, 存 在 元 素 a€EA 使 
得 (Tz,a)ER’ 有 旦 (a,y)ER; 由 归纳 假定 有 RC 和 t1(R), 而 RCrt(R)， 
(9 所 以 (x,a) Et(R),(a,y) Et(R); 根 据 +1(R) 传 递 知 ,(x,y) Et(R)， 
于 是 RT!1Crt(R). 因为 RiCt(R),i= 二 1,2,3,… 所 以 RUR?UR:U 
图 2-16 … 一 RCICR). 
由 (1) 和 (2)， 有 :CR) 一 R+ .证 毕 . 
定理 2-16 不 适合 于 计算 传递 闭 包 ,因为 要 计算 R' ,i 二 1,2,3,… ,是 不 现实 的 .但 在 集合 
A 中 元 素 有 限时 ,下 面 的 定理 是 有 用 的 . 
先 介 绍 饮 笼 原 理 , 又 称 为 抽 居 原理 ,其 结 显然 的 , 它 主要 用 于 得 出 具有 茶 种 性 质 的 
元 素 是 存在 的 . 
铝 笼 原理 (pigeonhole principle)n 十 1 或 更 多 只 人 饮 子 飞 进 nn 个 笼子 时 ,一 定 有 一 个 笼子 
里 面 至 少 两 只 铅 子 . 
抽 层 原理 ”十 1 或 更 多 个 毕 果 放 进 个 抽 屠 时 ,一 定 有 一 个 抽 屠 里 面 至 少 两 只 毕 果 . 
推广 的 铝 笼 原理 (extended pigeonhole principle)n 只 铅 子 飞 进 7 个 笼子 时 ,一 定 有 一 
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个 笼子 里 面 至 少 六 只 鸽子 


【定理 2-17】 设 |A|=n, REAXA, 则 zzR)= 【R=RUR*U…UR". 


i=] 


证 设 (x,y)Et(R), 由 定理 2-16 知 ,存在 正 整数 p 使 得 (x,y)€ R? ,不妨 设 pp 是 满足 
该 条 件 最 小 的 . 根据 | 的 定义 ,存在 集合 A 中 的 元 素 工 9€1 9 CE2 9 ” ”9 Chp 一 1 ,ep 二 yy 满足 
(x se ) C R,(e s€2 ) C Re ,ep ) 河 R 


假定 pn, 因 为 |A| 一 ,由 于 | 久 |>1, 根 据 推广 的 钵 笼 原理 ,e ,es，… ,es-1,ej 中 必 存 


在 相同 元 素 e, 二 e, ,1 二 rr 二 ;三 p. 因此 ,有 
(Zel) E KR, (e156,) 下 (erye:H) E RR, (es 1 ER 
再 根据 复合 运算 的 定义 知 ,，(zx,y) ERTT% 9 二 R77? .因为 p 一 (5 一 7) 二 p, 与 p 的 最 
小 性 予 盾 , 故 p 记 nn 不成立. 证 毕 . 
当 A 二 时 ,有 R== 久 ,于 是 显然 有 1(R) 二 9. 
【 例 2-44】 利用 定理 2-17 重新 计算 例 2-42 中 的 传递 团 包 i(R). 
解 ” 因 为 R= 二 {(a,6),(b,c),(b,a)), 所 以 有 
R= {tae)s (asa) (bb)) 
R= RoR = (0 0) (be) (hd)) 
因此 ,t(R)==RUR*UR;={(a,6) ,b,c) ,ba), ac), aa) (0b,0))}. 
根据 定理 2-17, 可 以 得 出 由 关系 矩阵 Ma 求 传 递 财 包 的 关系 和 矩阵 Me 的 方法 .但 当 集 
合 A 中 元 素 较 多 时 很 繁琐 , 为 此 Warshall 在 1962 年 提出 了 一 个 求 传递 闭 包 的 有 效 
算法 [8, 9, 1 . 
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最 后 考虑 闭 包 运算 与 其 他 内 容 的 联系 . 

1. 关系 的 闭 包 运算 与 其 他 运算 之 间 的 联系 

下 述 定理 给 出 了 关系 的 闭 包 运算 与 关系 的 并 运算 之 间 的 一 些 结 

【定理 2-18】 设 RICAXA,R, 和 AXA, 则 

(1) r(RiUR;,)=r(Ri) Ur(R,); 

(2) sRi UR,)=s(Ri) Us(R,); 

(3) :CR UR,) OCR) UR,). 

证 ”只 证 明 (2) 和 (3),(1) 留 作 练 习 . 

ER 
一 (RiURTI) UR; URzrI) 一 SCR) Us(R,). 

(3) 由 定理 2-16 知 , t+(R1)== 【Ri=Ri1UR?URIU-…… 


i 一 ] 


1(R,)= (J)R;=R,URIURU-. 
i=] 


(Ri U Rs) = (J Ri U Ria): = (Ri U Ra) U (Ri U Rea)? U (RIU Re U -~ 


zi 一] 

显然 ,由 关系 运算 的 性 质 有 (RUR) Ri UR ,于 是 上 CR UR;,) 汪 1(R1) Ut(R,). 

下 面 的 例 2-45 说 明 ,在 定理 2-18(3) 中 ,不 能 把 “之 ? 改 为 “一 ” 

【 例 2-45】 试 举 例 说 明 :CR UR,) 关 t+(R1) Ut(R,). 

解放 在 = Te RE 这 时 记忆 三 {(asb), 
(byc)s (Casc)) ostRD) 三 (0 2)) 所 以 

mR Rs DD) (hr U0 CD 

而 由 前 面 例子 的 结果 知 ,t(RI1UR,)= 二 {(a,60),(0yc),(asyc),(b,a),(asa),(b,0);,， 因此 ,有 
CR: UR AER YY UR,), 

2. 闭 包 运算 与 关系 的 性 质 的 联系 

【定理 2-19】 设 RCAXA， 

(1) 若 尺 自 反 , 则 xsCR) 及 xzGR) 也 自 反 

(2) 若 尺 对 称 , 则 (CR) 及 zR) 也 对 称 ; 

(3) 若 R 传递 , 则 7r(R) 也 传递 ,而 s(R) 不 一 定 传递 . 

证 ”只 证 明 (2) 和 (3),(1) 留 作 练 习 . 

(2) 由 已 知 R 对称 ,有 R=R-1. 由 于 r(R)= 二 RUI; 而 (7(R))-!= 二 (RUIA) 1! 二 R-T1U 
Ia! 二 RUTIs 二 =r(R), 所 以 xr(R) 对 称 . 


因为 R 对称, 所 以 (RD) 二 (R71)' 二 Ri. 由 于 1(R) 二 【jjR'==RUR?URU… 于 是 


(tC(R)) = (RU R’: U RU »…) 一 RUCR2)- U OCR) U ~. 
一 开本 [Js = thR) 
故 +(R) 也 对 称 . 
(3) 因为 RR 传递 ,所 以 ReRCR. 而 r(R)= 二 RUT, 这 时 
r(R) or(R)=(RU IA) °° (RUM)=R° RUT UI (RU TI) 
。 02 。 


=~R°。 RUR°-°eIAUIA°.° (RU RD) 

一 R- RURU (RUTIA CRURU (RU a) 

~=RU TT, = r(R) 
因此 ,有 r(R) 传 递 . 
例如 ,A=={a,b,c} ,R= 二 {l(a,0)), 显 然 R 传递 .而 s5(R)=={(a,6),(6b,a)}) 不 传递 . 
列举 关系 的 性 质 与 财 包 运算 的 联系 如 表 2-3 所 示 . 


2-3 
运算 


r(R) 4 


= 
i 
者 
i 
Hi 
X 


3. 多 重 闭 包 运算 

由 于 关系 的 财 包 运算 在 计算 机 其 他 专业 读 中 很 有 用 ,下 面 再 对 多 重 财 包 问 题 进行 简单 
讨论 . 

对 于 多 重 财 包 运 算 ,规定 从 右 至 左 依次 进行 运算 ,如 

tsr(R) = t(s(r(R))) 

很 容易 知道 ,rt(R)==r(RUR?URU…)= 二 URURUR U… 

【定理 2-20】 设 RCOAXA， 

(1) rs(R)= sr(R). 

(2) rt(R)=tr(R)( 可 i 记 R* =tr(R)). 

(3) st(KR) Cts(Kk). 

证 只 证 明 (3), (1) 和 (2) 留 作 练 习 . 

(3) st(R)=s(RURU…)=(RUR UL…L…)URURU:…) =CRURU:…)UR TU 
(R2) 1 )= RUR UL…) URTIU RYU )=RURD)DU RU RY) U.S 
(RURT) URUR TU.…=t(R). 

下 面 的 例子 说 明 , 定 理 2-20(3) 中 ,不 能 把 “CC” 改 为 “二”. 

【 例 2-46】 试 举例 说 明 st(R) 关 ts(R). 

解 设 A={a,b,c}, 令 R={(a,0),(65,c)), 则 

ntRY = AR EEC yr (base blcs) 

和 DP ,B,D 

显然 ,st(R) 关 ts(R). 


悦 题 2.4 


1. 设 RCAXA, 则 s(R)=RUR .. 
2 人 A={asbycsd},A 上 的 关系 a p c py | 


R= {(asa),(a,b), (pa)， (b,c), (c,d)} 

求 RR 的 目 反 财 包 r(R)、 对 称 闭 包 s(R) 和 传递 团 包 t(R). 

3. 设 关 系 玉 的 关系 图 如 图 2-17 所 示 , 试 分 别 给 出 R 的 目 反 团 包 rr(R)、 对 称 团 包 s(R) 
和 传递 闭 包 1(R) 的 关系 图 . 

4. 整数 集合 ZZ 上 的 关系 R= 二 {(x,y)|x,yEZV 且 y= 二 x 十 1), 试 说 明 R 的 传递 闭 包 i (R) 
是 小 于 关系 “二 ”. 

5. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 关系 , 奢 RCS, 则 下 列 结论 均 成 立 : 

(1) r(R)Cr(S). 

(2) 3(R)Cs(S)., 

(3) t(KR) Ct(S). 

6. 设 RICAXA,R,CAXA, 则 rr(Rj UR,)=r(Ri) Ur(R,). 

7. 类 似 于 定理 2-18, 人 研讨 关系 的 闭 包 运算 与 关系 的 交 运 算 之 间 的 联系 . 

8. 设 RCAXA, 硅 RR 目 反 , 则 s(R) 及 1(R) 也 目 反 . 

9. 设 RCAXA， 

(1) 硅 尺 反目 反 ,s(R) 也 反目 反 , 但 xr(R) 和 +t(R) 不 一 定 . 

(2) 若 尺 反对 称 ,r(R) 也 反对 称 , 但 CR) 和 LzCR) 不 一 定 . 

10. 设 A={a,b,c} ,R={(a,60),《(b,c)), 求 rt(R). 

11. 设 RCOAXA, 证 明 

(1) rs(R)= sr(R). 

(2) rt(R)=ir(R). 

12. 设 RCAXA, 记 RT = 二 t(R),R* 一 好 (有 RN) 证明: 

(1) (RT )* =R”; 

(2) (上 ) 一 人 3 

(3) ReR’* =R’* eR=R". 


2.5 等 价 关 系 


在 实际 应 用 时 ,具有 地 几 种 性 质 的 关系 是 有 用 的 . 接 下 来 的 3 节 内 容 , 分 别 介 绍 集合 
A 上 的 等 价 关 系 、 相 容 关 系 和 序 关 系 . 

等 价 关 系 是 一 种 非常 重要 的 特殊 关系 , 它 是 相等 关系 “二 ”全 等 关系 “ 空 ” 等 的 一 种 推广 . 
等 价 关 系 基 于 东 种 标准 ,如 颜色 相同 .形状 相同 等 ,将 不 同 的 事物 看 成 是 同一 类 ,又 如 研究 整数 
时 ,基于 能 否 被 2 整除 观点 将 整数 分 为 奇数 和 偶数 两 类 进而 有 “奇数 加 偶数 是 奇数 ”的 结论 . 

等 价 关 系 以 及 根据 它 对 集合 进行 划分 是 粗糙 集 (rough set) 理 论 的 基础 ,粗粮 集 理 论 是 
智能 信息 处 理 的 重要 方法 之 一 . 


2.5.1 等 价 关 系 的 定义 


【定义 2-17】 设 RCAXA, 硅 RR 具有 日 反 性 、 对 称 性 以 及 传递 性 , 则 称 R 为 A 上 的 等 
价 关 系 (equivalent relation). 
【 例 2-47]】 设 A=\a,b,c} ,R={‘(a CQ) sb) s(t) ,(b,c), (cy po)) ,很 容易 验证 R 三 
. 6b4 


A 上 的 等 价 关 系 . 

【 例 2-48】 试验 证 整数 集 Z 上 的 模 3 同 余 关系 ( 见 第 2. 1 市 例 2-3) 

R= ‘(zy) | xX,yEZHE3| (ry)) 

是 ZL 上 的 等 价 关 系 . 

解 (1) 任意 zEZ, 由 于 3|(z 一 z) ,所 以 有 (zz)ER, 于 是 尺 具 有 目 反 性 . 

(2) 任意 XxX,yEZ, 若 (zx,y)ER, 则 3|1(x 一 y), 显 然 有 3| 一 (x 一 y), 即 3|(y 一 x), 于 是 
有 (y,X)ER, 因 此 ,R 具有 对 称 性 . 

(3) 任意 zy,y,zEZ, 石 (zy,y)ER 且 (yz)ER, 则 3|(z 一 y) 且 3|(y 一 =)， 从 而 
3|[ (x 一 y) 十 Cy 一 z)j, 即 3|1(x 一 z), 所 以 (zx,z)ER, 因 此 ,R 具有 传递 性 . 

根据 定义 知 ,R 是 ZZ 上 的 等 价 关 系 . 

由 1.6 节 定 理 1-27 知 ,集合 之 间 的 对 等 关系 "一 "是 等 价 关 系 . 很 容易 证 明 : 

【定理 2-21】 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 等 价 关 系 , 则 尺 和 RS 是 集合 A 上 的 等 
价 关 系 . 

证 ”根据 等 价 关 系 的 定义 ,由 2.3 节 表 2-2 知 结论 成 立 . 

设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 等 价 关 系 ,如 表 2-4 所 示 为 等 价 关 系 与 关系 运算 的 联系 . 


表 2-4 
RUS R°S 
X X 
2.5.2 等 价 类 


【定义 2-18】 设 R 是 A 上 的 等 价 关 系 , 对 于 任意 cEA, 称 集合 
{XIzEA 有 (a,xz)ER) 
为 元 素 a 关于 等 价 关 系 尺 所 在 的 等 价 类 (equivalent class), 记 为 La jr. 

【 例 2-49】 根据 例 2-47 中 的 等 价 关 系 , 求 出 A 中 各 元 系 所 在 的 等 价 类 . 

解 [als={a},[bJjs={6,c} ,Lecjk= {6,c). 

虽然 根据 给 定 的 等 价 关 系 , 每 个 元 素 部 有 所 在 的 等 价 类 ,但 从 例 2-49 可 知 , 不 同 的 等 价 
类 为 {a},{6b,c). 对 于 等 价 类 {5b,c}, 其 代表 元 可 以 是 5:[bjs= 二 16,c), 也 可 以 是 c:[cjs = 
b,c). 根据 定义 ,可 以 证 明 : 

【定理 2-22】 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,x,y€ 人 A, 则 [xj 二 Lyje 当 且 仅 当 (z,y)E 玉 . 

证 ( 忆 ) 因 为 (y,y)ER, 所 以 根据 等 价 类 的 定义 有 yELyjr. 由 已 知 Lxjr 二 Lyjr， 可 
得 出 vELzjR ,所 以 有 (zy)ER. 

(二) 对 于 任意 zE Lxjr, 由 定义 有 (zx,z) ER. 因 为 (x,y) ER, 而 RR 是 等 价 关 系 ， 所 以 
(y,X)ER, 进而 (y,z) ER. 于 是 有 zxzELyjr，, 因 此 有 [xjr 守 [yjx. 同 理 可 证 [yjr 守 [xje， 所 
以 有 [Lxjx 二 Lyj. 

【 例 2-50】 根据 例 2-48 中 的 等 价 天 系 , 求 出 Z 中 各 元 素 所 在 的 等 价 类 . 

解 乙 中 各 元 系 所 在 的 等 价 类 分 别 为 : 


[Ojs={*…,—6,—3,0,3,6,.…}=*…=[—6Jx=[—3jJx=L0jJx=L3jJs=[L6jJx= 

[1 一 人 ,一 5 ,一 2,1,4,7, 和) 一 … 一 [一 5 一 L 一 2 你 王 L1 一 L4 一 L7 一 … 

(2s={"—40—1,2,989 mm} =m=[ =4ls=|[~—1Jjs=|2Js=L5Js=L8 本 = 

从 上 面 两 个 例子 还 可 以 看 出 :不 同 的 等 价 类 是 不 相交 的 , 即 有 下 述 定理 . 

【定理 2-23】 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,z,yEA4, 右 Lzj 和 天 [Lyjg， 则 
[zjrf\LyjJr=$. 

证 ( 反 证 ) 若 [xjxfi[Lyjx 关 多 , 则 存在 zE LzxjrfiLyjx, 于 是 (zx,z)ER 且 (y,z)ER， 

进而 (z,y)ER, 所 以 有 (x,y) ER. 由 定理 2-22,[xjr 二 Lyjr, 与 已 知 了 矛盾 . 

【定义 2-19】 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,， 称 所 有 等 价 类 组 成 的 集合 {LzjglzEA') 

为 集合 A 关于 等 价 关 系 尺 的 商 集 (quotient set) , 记 为 A/R( 计 作 A 模 R), 即 
A/R= {[zxjr | x € A). 
由 例 2-49 知 A/R={{a} ,b,c}), 由 例 2-50 知 
ZZ/R 一 { {es 一 0， 一 3,0,3,6，…}，(。%…， 一 5 —2,]1],4,.…},{.…,， 一 4， 一 一 下 

它们 分 别 是 集合 A 二 {a,b5,c} 和 整数 集合 Z 的 划分 . 

【定理 2-24】 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 A 关于 R 的 商 集 A/R 是 集合 A 的 
划分 . 

证 很 容易 证 明 等 价 关 系 的 下 列 性 质 ( 留 作 练习 ): 

(1) 每 一 个 等 价 类 [x jr 非 空 ; 

(2) 不 同 的 等 价 类 不 相交 (定理 2-23); 

(3) 所 有 等 价 类 的 并 是 整个 集合 A. (J [zjs= 


zEA 

因此 ,给 定 集合 A 上 的 一 个 等 价 关 系 R ,根据 该 等 价 关 系 可 以 得 到 集合 A 的 一 种 划分 . 
反 过 来 ,名 给 定 了 集合 A 的 一 种 划分 x, 可 以 证 明 ( 留 作 练 习 ) 按 下 面 的 方式 可 构造 出 集合 
A 上 的 一 个 与 划分 x 对 应 的 等 价 关 系 R: 

XRy 含 t 和 y 在 划分 x 的 同一 个 块 中 . 

【 例 2-51】 设 A={a,b,c},A 上 的 划分 z= 二 {a},{5b,c)}, 试 确定 由 x 所 产生 的 等 价 关 
系 玉 . 

解 R=={(a,a),(b,0), (cc), (b,c), Cc,0)}. 

我 们 知道 ,集合 A 二 a,b,c} 上 的 不 同 的 划分 共 5 个 ,通过 计算 知道 集合 A 上 的 所 有 不 
同 的 等 价 关 系 也 是 5 个 ,分别 为 :R= 二 AXA,R,= 二 {(a,6),(b,a)} Us,R;s= 二 {(b,c),(c,b)) 
UsR={((0) Ca UT R=, 

可 以 证 明 : 

【定理 2-25】 对 于 任意 集合 A ,集合 A 上 的 所 有 划分 组 成 的 集合 X 与 其 上 的 所 有 等 价 
关系 组 成 的 集合 Y 是 对 等 的 . 

证 ”对 于 任意 给 定 的 xEX, 定 义 集合 A 上 的 等 价 关 系 R 为 XRy 含 z 和 y 在 划分 x 的 
同一 个 块 中 . 显然 有 A/R=x. 

按 如 下 方式 建立 集合 X 到 集合 Y 的 映射 f ; x 一 R. 

(1) 对 于 任意 zo ,xz EX, 令 f(x) 二 Ri,f(zz) 二 Rs, 若 fm) 二 f(z), 即 Ri 二 R;, 则 
A/Ri 二 A/R;, 所 以 有 x= 二 xs， 进 而 f 是 单 射 . 
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(2) 任意 REY, 由 定理 2-24 知 A/REX. 显 然 ,由 划分 A/R 定义 的 等 价 关 系 就 是 R， 
即 存在 x 二 A/REX, 使 得 f(x) 二 R, 所 以 f 是 满 射 . 

故 f 是 集合 X 到 集合 Y 的 一 一 对 应 .证 毕 . 

一 种 特殊 的 情况 是 A= 名 ,这 时 X= 和 且 Y=. 

设 RI 和 R, 是 集合 A 上 的 等 价 关系 ,由 定理 2-21 知 Ri 门 R, 也 是 等 价 关 系 , 这 时 
A/(R1I[1R;) 与 A/R1 和 A/R;, 之 间 的 联系 值得 进一步 研究 ( 留 作 练 习 ). 


站 题 2.5 


1. 设 A={a,b,c,d) ,验证 R= 二 {(a,6),(b,a)) UT 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
2. 设 A= 二 ZXZ, A 上 的 关系 R 定义 如 下 : 
(zx,y)R(wu,v) 当 且 仪 当 zz 十 v= y 十 妈 
证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
3. 设 R 和 S 分 别 是 集合 A 和 集合 B 上 的 等 价 关 系 , 令 
T= {((xziy1) (zyyz)) | risxs) E R,(yi,ys) ES) 
证 明 : 荆 是 A XB 上 的 等 价 关 系 . 
4. 对 于 正 整数 &, 验 证 整数 集 Z 上 的 模 & 同 余 关系 夺 ,: 
ZEky 当 且 仅 当 有 | (x 一 yy) 
是 ZZ 上 的 等 价 关 系 . 
5. 设 久 是 集合 ,A 二 P(X), 分 别 判 断 下 述 给 定 的 A 上 的 关系 RR 是 否 是 等 价 关 系 , 说 明 
理由 . 
(1) R={(zx,y)|zx,yEP(X) 有 BxXCy 或 y Czx). 
(2) R={(x,y)|zx,yE P(X) 有 8 xDySC}, 其 中 CCX. 
6. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 等 价 关 系 , 试 举例 说 明 下 列 各 式 不 一 定 是 集合 A 上 的 
(1) RUS. 
(2) R—S. 
(3) R°S. 
7. 设 RCOCAXA, 求 出 最 小 的 包含 R 的 等 价 关 系 . 
8. 设 A={a,b,c,d},R={(a,c), (cya),b,d),(d,0)} UL,, 
(1) 验证 R 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
(2) 求 出 商 集 A/R. 
9. 设 f:A 习 B, 定 义 A 上 的 关系 R 如 下 : 
R= {(zx,y) | xXx,y EA,f(z) = f(y)) 
证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
10. 设 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 A 关于 R 的 商 集 A/R 是 集合 A 的 划分 . 
11. 知 给 定 了 集合 A 的 一 种 划分 ,证明 按 下 面 的 方式 构造 出 的 集合 A 上 的 关系 R: 
XRy 当 且 仅 当 z 与 y 在 划分 x 的 同一 个 块 中 
是 等 价 关 系 且 商 集 A/R=X. 
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12. 若 |A|=4, 求 出 A 上 所 有 的 等 价 关系 的 个 数 . 

13. 设 R! 和 Rs 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,考察 A/ (Ri 站 R;) 与 A/R1 和 A/R: 的 关系 . 

14. 设 RI 和 Rs 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 对 于 集合 A 的 划分 ,A/Ri 是 A/Rs 的 加 细 
划分 当 且 仅 当 Ri 入 R，. 

15. 设 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 令 

S={(z,y)|3jcEA, 使 (zc)ER 且 (cy)ER) 

证 明 : S 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 . 

16. 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 ,构造 A 上 的 关系 S 如 下 : 对 于 任意 zx,yEA， 

(X,Yy)ESO(r,y)ER H(y,7X)ER 

要 使 得 S 是 等 价 关 系 ,关系 尺 必须 满足 哪些 性 质 ? 


2.6 相 容 关系 


在 实际 问题 中 ,两 个 事物 具有 菏 种 共同 的 性 质 , 如 两 个 喘 文 单词 有 一 些 相同 字母 .两 个 
图 形 有 些 相 似 等 ,但 与 等 价 关 系 不 同 的 是 这 种 共性 可 能 不 具有 传递 性 . 

【 例 2-52】 设 集合 A 是 由 一 些 英文 单 词组 成 的 A 三 (set,logic,algebra,graph}， 考 虑 
R=({(Cz,y)lz,yEA 且 z 与 y 有 相同 的 字母 }, 试 验证 尺 具 有 目 反 性 和 对 称 性 ,但 不 具有 传递 性 . 

解 ” 对 于 任意 XEA, 显 然 x 与 x 有 相同 的 字母 , 即 (x,x)ER, 于 是 R 具 有 上 自 反 性 . 

对 于 任意 zx,yEA, 硅 (z,y) ER, 则 zz 与 y 有 相同 的 字母 ,当然 > 与 x 有 相同 的 字母 ， 
所 以 有 (>y,z)ER, 因此 R 具有 对 称 性 . 

因为 (set,algebra) ER 有 目 (algebra,graph)ER, 但 (set,graph) 针 R, 所 以 R 不 具有 传 

相 容 关系 就 是 对 具有 这 种 性 质 的 事物 进行 的 数学 描述 ,根据 它 可 以 得 出 集合 的 履 蓄 . 


2.6.1 相 容 关系 的 定义 


【定义 2-20】 设 RCAXA, 硅 R 具 有 目 反 性 和 对 称 性 , 则 称 R 为 A 上 的 相 容 关系 
(compatible relation) 或 相似 关系 (similar relation). 

在 实际 问题 中 , 相 容 有 相似 、 相 像 或 类 似 之 意 . 显然 ,等 价 关 系 是 相 容 关系 ,但 相 容 关系 不 
一 定 是 等 价 关 系 , 例 2-52 就 是 这 方面 的 例子 . 容易 验证 , 相 容 关系 的 传递 闭 包 是 等 价 关 系 . 

【 例 2-S3】 设 RCAXA, 则 RUR-T!1UTI 是 集合 A 上 的 相 容 关系 . 

证 因为 ICRUR PUI, 所 以 RUR "UT 是 自 反 的 .而 (RUR UL) "= 二 RU 
(RTDTTU(T) 1 二 RIIURUIL= 二 RURT TI!'UT ,于 是 RURT'UT 是 对 称 的 . 由 此 可 知 ， 
RUR 'UTs 是 A 上 的 相 容 关系 . 

【 例 2-54】 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 相 容 关系 ,举例 说 明 ReS 不 必 是 A 上 的 相 容 关系 . 

解 ” 例 如 A={a,b,c}), 取 R={(a,6),(b,a)} UI,S 二 {C0,c),(c,0)) UIa. 显 然 R 和 
S 是 集合 A 上 的 两 个 相 容 关系 ,但 尺 *。S={(ayc),(a,po), (pa), (Coc), co) DR ,这 时 
(ac)ER-。S, 而 (c,a) 代 RS, 于 是 R.S 不 对 称 , 进 而 ReS 不 是 A 上 的 相 容 关系 . 

设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 相 容 关系 , 表 2-5 列 出 了 相 容 关系 与 关系 运算 的 联系 . 
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在 2.5 节 知 道 , 由 集合 A 的 划分 可 得 出 集合 A 的 等 价 关 系 , 同 样 ,根据 集合 A 的 覆盖 可 
产生 集合 A 的 相 容 关系 . 先 看 一 个 例子 . 
【 例 2-S$S〗 设 A={a,b,c,d}，{Ali,A;} 是 集合 A 的 覆盖 ,其 中 Ai = (ac),A: 一 
{c,d) ,这 时 
Ar xX Ar = (tm) (tod (tl bh) OD th lol nlotc by (eu) 
As XAs = (cc)s (C30 ) 3 (d se) sd sd) 
令 尺 二 (AiXAi)U (A;, XA,), 容易 知道 RR 是 A 上 的 相 容 关系 . 
一 般 地 有 以 下 定理 : 
【定理 2-26】 设 {A;1iE7T) 是 集合 A 的 覆盖 , 则 R= |J4A,xA, 是 A 上 的 相 容 关系 . 
i€I 
证 ( 留 作 练习 ). 
注意 集合 A 的 不 同窗 盖 按 上 面 的 方式 可 以 得 到 集合 A 上 的 相同 的 相 容 关系 . 
【 例 2-56】〗 设 A={a,b,c,d}， 取 集合 A 的 覆盖 为 {{a,6},{b,c},{a,c)},{c,d}}, 则 其 
。 ”产生 的 履 盖 与 例 2-55 中 的 履 盖 R 所 产生 的 相 容 关系 是 相同 的 . 
在 例 2-52 中 , 令 zi 三 set，zz 一 algebra，xzs 一 logic 及 zx 三 graph， 则 
A= {zi ,x ,Ts TH R={(x ,x ), (TX ,TX1) ,Ts Ts ) (zsZo) (Zi)， 
(v0 sms J so (ms vm J ts) UI, 
3 在 关系 R 的 关系 图 Gr 中 , 在 任何 点 处 都 有 环 且 任意 两 个 不 同 的 点 之 
x 间 硅 有 边 则 成 对 出 现 . 鉴于 此 , 我 们 约定 (1) 每 个 点 处 的 环 省 略 ;(2) 成 对 出 
向 2.18 ， 现 的 有 向 边 用 一 条 无 向 边 代替 ,这样 画 出 的 图 称 为 相 容 关系 及 的 简化 关 
系 图 . 例 2-52 中 的 相 容 关系 的 简化 天 系 图 如 图 2-18 所 示 . 


2.6.2 相 容 类 


由 于 一 般 的 相 容 关系 不 是 传递 的 ,因此 相 容 类 的 定义 不 同 于 等 价 类 . 

【定义 2-21】 设 R 是 集合 A 上 的 相 容 关系 ,所 和 关 CSA, 石 对 于 任意 xz,yEC, 均 有 
(zy,y)ER, 则 称 C 是 由 相 容 关系 R 产生 的 相 容 类 (compatible class). 

在 例 2-52 中 ，,{zijytziyzzyy(zz)ytzyzsjytzyzyy(tzyzsyz 等 是 由 相 容 关系 尺 产 
生 的 相 容 类 ,而 {xi ,zs } 等 不 是 . 

由 相 容 关系 RR 产生 的 相 容 类 是 很 多 的 ,我们 主要 关心 的 是 极 大 相 容 类 . 

【定义 2-22】 设 R 是 集合 A 上 的 相 容 关系 ,C 是 由 相 容 关系 R 产生 的 相 容 类 , 硅 对 于 
任意 CCDCA,D 不 是 相 容 类 , 则 称 C 是 由 相 容 关系 RR 产生 的 极 大 相 容 类 (maximal 
compatible class). 

可 以 证 明 , 集 合 A 中 的 任意 元 素 至 少 在 由 相 容 关系 RR 产生 
的 一 个 极 大 相 容 类 中 . 

在 例 2-52 中 ,{(zi,zz},{(zz, zs ze) 是 由 相 容 关系 玉 产生 
的 所 有 的 极 大 相 容 类 . 


(a) (b) 
图 2-19 


在 相 容 关系 R 的 简化 关系 图 中 ,一 个 极 大 的 完全 多 边 形 对 应 的 A 中 元 系 构 成 一 个 极 大 
相 容 类 . 所 谓 完 全 多 边 形 是 指 该 多 边 形 的 任意 两 个 顶点 都 有 边 . 特别 地 ,一 个 点 和 一 条 线段 
是 退化 的 完全 多 边 形 . 如 图 2-19 所 示 列 举 的 分 别 是 完全 三 边 形 和 完全 四 边 形 . 

由 于 集合 A 中 的 任意 元 每 至少 在 由 相 容 关系 R 产生 的 一 个 极 大 相 容 类 中 ,所 以 所 有 的 
极 大 相 容 类 构成 集合 A 的 一 种 绪 兰 . 


站 题 2.6 


1. 设 集 A 是 英文 单词 组 成 的 A 二 {set, function,， operation, relation, logic, algebra， 
graph};， 
R= 二 {(x,y)|xXx,yEA 有 昌 zxz 与 y 有 相同 的 字母 } 
(1) 验证 R 是 A 上 的 相 容 关系 . 
(2) 试 求 出 RR 中 的 所 有 元 素 . 
(3) 画 出 相 容 关系 R 的 简化 关系 图 . 
(4) 计算 R 产生 的 所 有 极 大 相 容 类 . 
2. 设 A={1,2,3,4,5}, R= 二 {(zx,y)|zx,yEA,y=zx 二 3}. 
(1) 计算 相 容 关系 RUR Ua. 
(2) 求 出 A 关于 R UR 1UT 的 所 有 极 大 相 容 类 . 
3. 设 {A;|1iE7T} 是 集合 A 的 覆盖 , 则 
(1) R= |【 jA;xA; 是 A 上 的 相 容 关系 . 
i€EI 
(2) 说 明 在 什么 条 件 下 ,R 是 等 价 关 系 . 
4. 设 R 是 集合 A 上 的 相 容 关系 , 则 | jR' 是 A 上 的 等 价 关 系 . 


5. 设 R 和 S 为 A 上 的 相 容 关系 ,对 于 表 2-5 中 的 每 一 项 ,各 是 正确 的 给 出 证 明 , 知 是 
错误 的 举 出 反例 . 


2.7 偏 序 关系 


在 解决 实际 问题 时 ,我 们 篆 依 据 砂 个 标准 对 事物 进行 比较 ,同时 按 这 个 标准 对 两 个 事物 
之 间 的 先后 进行 排序 .在 计算 机 科学 中 ,对 数据 进行 拓扑 排序 是 十 分 有 意义 的 工作 于 . 

偶 序 关系 是 最 基本 、 最 稼 用 的 一 种 序 关 系 , 它 本 质 上 是 两 实数 之 间 的 小 于 等 于 关系 "过 ” 
的 一 种 推广 . 

本 节 在 偏 序 的 基础 上 ,介绍 偏 序 集中 的 特殊 元 素 . 


2.7.1 含 序 关系 的 定义 


【定义 2-23】 设 RSAXA, 右 尺 具 有 目 反 性 .反对 称 性 和 传递 性 , 则 称 尺 为 A 上 的 偶 
序 关 系 ,简称 偏 序 (partial order). 
先 看 两 个 在 2. 3 节 讨 论 过 的 例子 . 
【 例 2-57】 证 明 : 实 数 集 R 上 的 小 于 等 于 关系 "和 ?是 偶 序 关系 . 
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证 (1) 对 于 任意 xER, 因 为 x 二 x, 所 以 三 是 目 反 的 . 

(2) 对 于 任意 xX,yER, 硅 X 硅 y 且 y 三 zx, 则 必 有 x 二 y, 所 以 三 是 反对 称 的 . 

(3) 对 于 任意 z,y,zER, 右 zx 委 y 且 y> 委 z, 则 有 x 三 z, 所 以 三 是 传递 的 . 

因此 ,过 是 实数 集 R 上 的 偏 友 . 

显然 ,日 然 数 集 N 上 或 有 理 数 集 Q@ 上 的 小 于 等 于 关系 硅 也 是 其 上 的 仿 序 关系 . 

【 例 2-58】 证 明 :集合 X 的 帘 集 P(X) 上 的 包含 关系 导 ” 是 偏 序 关系 . 

证 (1) 对 于 任意 AEP(X), 因 为 ACSA, 所 以 己 是 自 反 的 . 

(2) 对 于 任意 A,BEP(X), 若 ACB 且 BCA, 则 必 有 A=B, 所 以 己 是 反对 称 的 . 

(3) 对 于 任意 A,B,CE P(X), 若 ACB 且 BCC, 则 有 ACSC, 所 以 己 是 传递 的 . 

因此 ,三 是 P(X) 上 的 偏 序 . 

由 上 面 的 两 个 例子 可 知 , 偏 序 关系 是 实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “三 ”的 一 种 推广 . 
为 了 方便 ,对 于 一 般 的 偏 序 R 可 记 为 “三 ”, 且 称 (A, 三 ) 为 偏 序 集 (partially ordered set， 
poset). 之 所 以 信用 “ 硅 ” 这 个 符号 ,是 因为 一 般 的 偏 序 R 与 小 于 等 于 关系 "过 2” 有 类 似 的 性 
质 , 且 依 助 于 小 于 等 于 关系 "过 ”可 以 帮助 理解 俩 序 尺 的 有 关 概 念 , 如 后 面 要 讲 的 偶 序 集中 
的 特殊 元 系 . 也 正 因为 如 此 ,一般 的 俩 序 “ 和 过 ?可 以 谈 作 ”小 于 等 于 ” 

但 要 注意 ,一般 意义 上 的 偶 序 “和 ?与 实 数 间 的 小 于 等 于 关系 “过 ?在 概念 上 是 有 一 定 区 
别 的 .考虑 到 这 些 区 别 , 有 些 文献 采用 类 似 于 小 于 等 于 关系 过 ( 人 参见 参考 文献 L8」). 但 对 于 特 
殊 的 俩 序 还 是 用 大 家 熟悉 的 符号 ,如 例 2-58 中 的 “SCS” 以 及 下 例 中 的 偏 序 “1”. 

【 例 2-S9】 证 明 ; 正 整数 集合 N+ 上 的 整除 关系 |” 是 其 上 的 偏 序 关系 . 

证 (1) 对 于 任意 zxEN ,因为 zlz, 所 以 | 是 自 反 的 . 

(2) 对 于 任意 z,yEN- , 若 xly 且 ylx,; 则 必 有 Xx 二 y, 所 以 | 是 反对 称 的 . 

(3) 对 于 任意 x,y,zEN  , 若 xly 且 y1z, 则 有 xlz, 所 以 | 是 传递 的 . 

因此 ,| 是 正 整数 集合 N 上 的 偏 序 . 

但 要 注意 ,整数 集合 Z 上 的 整除 关系 不 是 其 上 的 偏 序 关系 ， 因为 21 一 2 且 一 212, 但 
2 天 一 2， 即 整数 集合 乙 上 的 整除 关系 不 具有 反对 称 性 . 

线性 序 关系 是 最 和 常见、 最 简单 的 一 种 偏 友 关系 . 

【定义 2-24】 设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 , 奢 对 任意 zx,yEA, 有 Xx 三 y 或 y 三 x, 则 称 生 是 线性 
序 关系 ,简称 线性 序 (linear order) , 又 称 为 全 序 (total order). 

显然 ,实数 集 上 的 数 的 小 于 等 于 关系 硅 是 线性 友 . 

【 例 2-60】 设 RCAXA, 硅 R 具 有 反目 反 性 和 传递 性 , 则 称 RR 为 A 上 的 拟 序 关 系 , 简 
称 拟 序 (quasi-order). 证 明 

(1) 拟 序 具有 反对 称 性 . 

(2) 若 尺 为 A 上 的 拟 序 , 则 x(R)= 二 RUTa 为 A 上 的 偏 序 . 

(3) 硅 R 为 A 上 的 偏 序 , 则 R 一 I4 为 A 上 的 拟 序 . 

证 (1) 对 于 任意 zx,yEA, 硅 (Xx,y)ER 且 (y,x)ER, 因 为 R 传递 ,所 以 有 (x ,x)ER， 
与 尺 反 自 反 矛 盾 , 因 此 (z,y)ER 与 (v,z)ER 不 能 同时 成 立 , 故 拟 序 具 有 反对 称 性 . 

(2)(3)( 留 作 练 习 ). 

几 种 满足 特殊 性 质 的 关系 如 表 2-6 所 示 . 

和 


2.7.2 偶 序 集 的 哈 斯 图 


在 偏 序 的 关系 图 中 ,每 个 点 处 都 有 环 ,可 以 不 必 画 出 来 . 又 因为 它 的 反对 称 性 和 传递 性 ， 
其 边 的 方向 是 一 致 的 ,比如 都 是 从 下 到 上 方向 ,更 主要 的 是 可 去 掉 由 于 传递 出 现 的 边 , 同 时 
去 掉 边 的 方向 . 按 这 种 方式 得 到 的 图 就 是 哈 斯 图 (Hasse diagram) ,是 以 德国 数学 家 Helmnut 
Hasse 的 名 字 命 名 的 . 
【 例 2-61】 设 A=(1,2,3,4),A 上 的 数 的 小 于 等 于 关系 硅 是 其 上 的 偏 序 关系 , 试 画 出 
(A, 三 ) 的 哈 斯 图 . ee 
解 A 关于 去 的 关系 图 见 图 2-20(a), 哈 斯 图 见 图 2-20(b). 有 
显然 , 哈 斯 图 表明 了 偏 序 集中 的 元 素 按 相对 大 小 、 位 置 进 行 的 / ;J 
排序 . 
为 了 更 具体 说 明 哈 斯 图 的 画 法 , 先 定义 偏 序 集中 元 素 y 盖 住 元 素 x.。 “ 
【定义 2-25】〗 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,+,y€E A, 若 下 列 三 个 条 件 同 ; | 
时 成 立 , 则 称 元素 y 盖 住 元 素 x : 
(1) Xx 关 y. 
(2) zy. 
(3) 不 存在 异 于 zx 和 > 的 元 素 z EA, 使 x 三 z 有 日 xz 三 y 同时 成 立 . 
直观 地 看 ,y 盖 住 xz 是 指 y 是 xz 的 “顶头 上 司 ”. 记 COV(A)=={(x,y)|zx,yEA 且 y 盖 住 广 }. 
【 例 2-62】 设 X=={a,b), 令 A 二 P(X) 二 {名 {a}, {06}, {a, 5b)), 集 A 上 的 包含 关系 
“C” 是 其 上 的 偏 序 关系 , 求 COV(A). 
解 ” 根 据 定义 知 , {a} 盖 住 名 ，{65} 盖 住 名 ，{a, 5b) 盖 住 {a}，{a, 5} 盖 住 {6). 因此 
COV(A)={(@G, {a})), (BG, {6}), ({a}, {a, 6}), ({6}, {a, 6}))}. 
设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , 按 下 面 方式 画 出 的 图 称 为 (A, 三 ) 的 喻 斯 图 . 
ta,b} (1) 用 黑 点 或 小 圆圈 代表 集合 A 中 的 元 素 . 
(2) 对 于 任意 (zx, y)ECOV(A), 即 > 盖 住 z ,都 将 > 夯 在 x 的 上 
{a} {bp} 方 且 在 y 与 x 之 间 画 一 条 无 向 边 . 
注意 只 有 一 条 线 上 的 两 个 元 素 可 以 比较 大 小 : 下 方 元 素 三 上 方 
元 素 , 不 同 线 上 的 两 个 元 素 不 能 比较 大 小 , 即 没有 关系 ,这 是 偏 序 名 称 
的 来 历 .， 线性 序 的 哈 斯 图 是 一 条 链 (chain ). 
图 2-21 例 2-62 中 的 偏 序 集 的 喻 斯 图 见 图 2-21. (P(({a,b,c)), 导 ) 的 喻 斯 


图 见 图 5-4(c). 


2.7.3 ” 偏 序 集 中 的 特殊 元 素 


在 偏 序 集 (A, 硅 ) 中 , 设 多 关 SCA, 对 于 A 中 的 偏 序 志 而 言 ,'S 中 处 于 某 些 特殊 位 置 的 
元 素 是 很 重要 的 . 建议 在 理解 这 些 特殊 元 素 时 ,将 偏 序 硅 当 作 “ 小 于 等 于 ”, 虽 然 它 一 般 不 是 
数 的 小 于 等 于 . 

【定义 2-26】 设 (A, 硅 ) 是 偏 序 集 ,如 了 SCA,bES. 

(1) 铬 对 于 任意 xXxES, 均 有 x 三 5, 则 称 5 是 子 集 S 的 最 大 元 (greatest element). 

(2) 奇 对 于 任意 xXES, 均 有 5b 三 x, 则 称 5 是 子 集 S 的 最 小 元 (least element). 

例 2-57 中 的 偏 序 集 (R, 三 ) 中 , 铬 取 S=Z, 则 S 既 无 最 大 元 也 无 最 小 元 , 这 就 说 明 一 个 
子 集 的 最 大 (小 ) 元 不 一 定 存 在 . 

在 例 2-58 中 的 (PCX) ,ES) 中 , 取 S=PCX) ,因为 对 于 任意 AEPCX), 均 有 ASX, 所 
以 S 的 最 大 元 是 X. 同 理 可 知 ,S 的 最 小 元 是 2. 

就 整除 关系 而 言 , 因 为 对 于 任意 zxEN- , 均 有 11x, 于 是 例 2-59 中 的 偶 序 集中 ,N 的 最 
小 元 是 1. 因为 没有 被 所 有 正 整 数 整除 的 正 整数 ,所 以 N 无 最 大 元 . 

右 取 S 二 2,4,6,12), 则 S 的 最 大 元 为 12，S 的 最 小 元 为 2. 

【定理 2-27】 在 偏 序 集 (A, 三 ) 中 ,如 关 SCA, 寿 S 的 最 大 (小 ) 元 存在 , 则 是 唯一 的 . 

证 设 a,b 是 S 的 最 大 元 , 因为 a 是 最 大 元 ,所 以 有 0 三 a; 同 样 ,因为 5 是 最 大 元 ,所 
以 有 a 三 b. 由 于 偏 序 硅 是 反对 称 的 ,因而 有 a 二 4b. 同 理 可 证 最 小 元 的 唯一 性 . 

在 偏 序 集 (A, 硅 ) 中 ,A 的 最 大 元 通常 记 为 1, A 的 最 小 元 通常 记 为 0. 

价 助 于 偏 序 集合 (A ,三 ) 中 非 空 集合 S 的 最 小 元 的 概念 ,可 以 给 出 以 下 定义 : 

【定义 2-27】 设 (A, 硅 ) 是 偏 序 集 , 阁 对 于 任意 多 关 SSA,S 都 存在 最 小 元 , 则 称 
三 是 A 上 的 良 序 (well order), 称 (A, 三 ) 是 良 序 集 (well ordered set). 

【 例 2-63】 证 明 : 自然 数 集合 N 关于 数 的 小 于 等 于 关系 过 是 恨 序 集 . 

证 ”对 于 任意 NN 的 非 空子 集合 S$, 在 S$ 中 取 一 个 元 素 , 再 判断 比 它 小 的 元 素 是 否 属于 
S 即 可 得 出 S 的 最 小 元 , 故 (N, 三 ) 是 民 序 集 . 

可 以 证 明 以 下 定理 . 

【定理 2-28】 任意 民 序 集 (A ,三 ) 是 线性 友 集 . 

证 ”对 于 任意 x,y€A, 由 于 (A, 硅 ) 是 展 序 集 , 所 以 {zx,y}) 必 和 存在 最 小 元 ,比如 说 工 , 显 
然 x 三 y, 即 (A ,三 ) 是 线性 友 集 . 

一 般 来 说 ,线性 序 不 一 定 是 民 序 . 

【 例 2-64】 验证 : (Z, 三 ) 是 线性 序 , 但 不 是 良 序 . 

解 ” 显然,(Z, 三 ) 是 线性 序 .由 于 Z 本 号 就 不 存在 最 小 元 ,所 以 (Z, 三 ) 不 是 恨 序 集合 . 

容易 证 明 以 下 定理 . 

【定理 2-29】 任意 有 限 的 线性 序 集合 是 民 序 集合 . 

下 面 继 续 讨 论 仿 序 集合 中 的 男 外 一 些 特殊 元 素 . 

【定义 2-28】 设 (4A, 科 ) 是 偶 序 集 , 马 和 关 SSA,OE S. 

(1) 对 于 任意 XES, 硅 5 三 Xx, 有 x 二 6b, 则 称 5 是 子 集 S 的 极 大 元 (maximal element). 
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(2) 对 于 任意 xXxES, 硅 Xx 三 b, 有 x 二 6b, 则 称 5 是 子 集 S 的 极 小 元 (minimal element). 

事实 上 ,b 是 S 的 极 大 元 是 指 S 中 没有 比 5b 更 大 的 元 每 ;5 是 S 的 极 小 元 是 指 S 中 没有 
比 5 更 小 的 元 素 . 

在 例 2-57 中 , 取 S=R, 则 S 既 无 极 大 元 也 无 极 小 元 , 这 就 说 明子 集 的 极 大 (小 ) 元 不 


) ”一 定 存 在 . 
【 例 2-65】 哈 斯 图 (如 图 2-22 所 示 ) 的 偏 序 集中 ,{a,6b,c,d,e,f}) 的 极 
大 元 是 a,b; {a,b,c,d,e, 了 f}) 的 极 小 元 是 e, f. 
J 上 述 例子 说 明 ,一 个 子 集 的 极 大 (小 ) 元 不 一 定 存在 . 各 存在 也 不 一 定 
唯一 .但 大 S 的 最 大 (小 ) 元 存在 , 则 S 的 极 大 (小 ) 元 存在 且 唯 一 . 
f 显然 ,在 偏 序 集 (A, 硅 ) 中 ,任意 有 限 的 非 空 子 集 都 存在 极 小 元 . 各 


图 2-22 A 是 有 限 集 , 利 用 这 个 结论 可 以 在 集合 A 上 定义 一 个 与 乏 一 致 的 线性 序 ， 
进而 将 A 进行 拓扑 排序 ,其 算法 参见 参考 文献 [2]. 

【定义 2-29】 设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 ,G 隆 SCA. 

(1) 硅 存 在 aE A, 对 于 任意 xES, 均 有 x 三 a, 则 称 a 为 子 集 S 的 上 界 (upper bound). 

(2) 奢 存 在 a€ A, 对 于 任意 xES, 均 有 aa 三 zx, 则 称 a 为 子 集 S 的 下 界 (lower bound). 

容易 知道 ,A 中 元 素 & 是 S 上 (下 ) 界 是 指 a 在 S 中 每 一 个 元 系 的 上 (下 ) 方 . 

在 例 2-65 中 , 取 S={c,d}, 则 S 的 上 界 为 a, 5, c,S 的 下 界 为 4d, e，f. 若 取 S= 
(abcsdey 放 , 则 S 既 无 上 界 也 无 下 界 ， 只 需 注意 元 素 a 和 和 6, 以 及 元 素 e 和 了 是 没有 仿 
序 关 系 的 . 

【定义 2-30】 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,B 关 SCA. 

(1) 子 集 S 的 最 小 上 界 称 为 S 的 上 确 界 (least upper bound), 记 为 lub(S) 或 sup(S). 

(2) 子 集 S 的 最 大 下 界 称 为 S 的 下 确 界 (greatest lower bound), 记 为 glb(S) 或 inf(S). 

因为 子 集 S 的 上 (下 ) 界 不 一 定 存 在 ,所 以 子 集 $ 的 上 (下 ) 确 界 不 一 定 存在 .下 例 说 明 ， 
即使 子 集 S 的 上 (下 ) 界 存在 , 子 集 S 的 上 (下 ) 确 界 也 不 一 定 存在 . 

【 例 2-66】 在 哈 斯 图 如 图 2-23 的 偶 序 集中 , 试 说 明 {(q&,e} 有 上 界 但 无 a 
上 确 界 ,{2,c} 有 下 界 但 没有 下 确 界 . 


解 ” 显 然 ,a,b,c 是 {d,e} 的 上 界 , 但 由 于 {a,6,c}) 无 最 小 元 , 即 {d,e} 无 “ ' 
上 确 界 . 同样 ,4d,e,f 是 {6,c}) 的 下 界 , 而 {d,e,f) 无 最 大 元 , 即 (16,c}) 无 下 a 
确 界 . 

【定理 2-30】 设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 ,CC 关 SSCA, 若 S 的 上 (下 ) 确 界 存 / 
在 , 则 唯一 . 图 2-23 


证 〈 留 作 练 习 ). 

【 例 2-67】 设 X 是 集合 ,证 明 : 偏 序 集 (P(X), 己 ) 中 任意 两 个 元 素 均 存 在 上 确 界 以 及 
下 确 界 . 

证 ”对 于 任意 A,BE P(X), 显 然 AUBEP(X). 由 于 ACAUB 且 BCAUB, 所 以 
AUB 是 A 和 B 的 上 界 .假设 C 是 A 和 B 的 上 界 , 即 ACC,BCC, 因 此 AUBCC, 故 AU 
B 是 A 和 B 的 最 小 上 界 , 即 有 sup{A, B)=AUB. 同 理 可 证 ,inf{A, B}==A [lB. 
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【 例 2-68】 设 N- 是 集合 ,证 明 : 偏 序 集 (N* ,|) 中 任意 两 个 元 素 均 存在 上 确 界 以 及 下 确 
界 , 其 中 | 是 整除 关系 . 

证 ”对 就 整除 关系 而 言 , 对 于 任意 x,yEN', 令 工 与 y 的 最 小 公 倍 数 为 lrm(Cz，y)， 根 
据 公 倍数 的 定义 知 ,zjllcmGCz，y) 且 yllcem(x,， yy);, 所 以 lem(x,， yy) 是 {zx,y}) 的 上 界 . 假定 
zx 是 (zy} 的 上 界 , 则 zljz 且 yj|z, 即 zx 是 zz 与 > 的 倍数 ,根据 最 小 公 倍 数 的 定义 知 ， 
lcem(x,， yy)|z,; 于 是 lem(x，y) 是 {x,y) 的 上 确 界 . 同样 可 证 ,zx 与 y 的 最 大 公约 数 gcd(x，y) 
是 {zx,y}) 的 下 确 界 . 


站 题 2.7 


1. 令 Djs 是 12 的 所 有 正 公 因数 组 成 的 集合 ,证 明 其 上 的 整除 关系 "| ?是 偶 序 关系 ,并 画 
出 (Di ,|) 的 哈 斯 图 . 

2. 设 集合 A 二 {a,b,c,d,e} 上 的 关系 为 

KR=i(asa),(a,b), (asc), (l(a,d),(a,se),(b,60), (b,c),(b,e),(c,c), 
(c,e), (dd),(d,e),(e,e)’? 

证 明 : (4A,R) 是 偶 序 集 , 并 画 出 哈 斯 图 . 

3. 厂 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,SCSCA, 证 明 : 三 在 S 上 的 限制 三 | 是 S 上 的 偏 序 .通常 将 
(S, 三 |s) 记 为 (S, 三 ). 

4. 若 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , 记 二 为 三 ,证 明 (A, 宇 ) 是 偏 序 集 . 

5. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 偏 序 , 表 2-7 列 出 了 偶 序 与 关系 运算 的 联系 . 


正确 的 给 出 证 明 ,错误 的 给 出 反例 . 
6. 证 明 : (1) 在 尺 为 A 上 的 拟 序 , 则 -CR)=RUR 为 A 上 的 偏 序 . 
(2) 右 尺 为 A 上 的 偶 序 , 则 尺 一 有 为 A 上 的 拟 序 . 
7. 证 明 : 任意 有 限 的 非 空 偏 序 集 (A ,三 ) 都 存在 极 小 元 及 极 大 元 . 
8. 设 偏 序 集 (A ,三 ) 的 喻 斯 图 如 图 2-24 所 示 . a 
(1) 求 集合 A 的 最 大 元 素 、 最 小 元 素 . 极 大 元 素 和 极 小 元 素 . 
(2) 求 子 集 {6,c,d} 的 上 界 、 下 界 、 上 确 界 和 下 确 界 . b c 
9. 设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 , 儿 关 SCA, 若 S 的 上 (下 ) 确 界 存 在 , 则 一 

定 唯一 . d 
10. 在 偏 序 集 (P(X), 导 ) 中 ,证 明 .: inf {A, B}= 二 A (1BE P(X). 图 2-24 
11. 设 F(N) 是 自然 数 集合 N 的 全 体 有 限 子 集 组 成 的 集合 . 
(1) 证 明 :(F(N)， 己 ) 是 偏 序 集 . 
(2) (F(N), 己 ) 是 否 有 极 大 元 ,为 什么 ? 


(3)(F(N),， 己 ) 是 否 有 极 小 元 ,为 什么 ? 
(4) 对 于 任意 A,BEF(N) ,是否 存在 sup{A, B}? 
(5) 对 于 任意 A,BEF(N) ,是否 存在 inf{A, B}? 
12. 设 S 为 集合 且 A= 二 =P(S) 一 {S, 名 }) 关 名 , 求 (A, 导 ) 的 极 小 元 、 极 大 元 、 最 小 元 及 最 
大 元 . 
13. 设 A 和 B 是 集合 ,A 关 绢 ,(B, 三 ) 是 偏 序 集 . 定义 B4 上 的 关系 RR 如 下 : 
(f,g) E ROf(zX) gr), VrEA 
(1) 证 明 : 关系 RR 是 Bs 上 的 偏 序 . 
(2) 给 出 (B*,R ) 存 在 最 大 元 的 必要 条 件 和 最 大 元 的 一 般 形式 . 
14. 设 A 是 集合 ,P 是 A 的 所 有 划分 组 成 的 集合 ,对 于 任意 x EP 和 xr;EP, 规 定 P 上 
的 关系 R 如 下 : 
mRr, OVXENm, YEx, XTCY 
则 R 是 集合 P 上 的 偏 序 . 


本 章 小 结 


1. 关系 的 概念 

离散 数学 研究 离散 对 象 , 主要 研究 对 象 之 间 的 联系 , 即 关 系 . n 个 对 象 之 间 的 关系 就 是 
n 元 关系 ,借助 于 集合 可 对 n 元 关系 建立 数学 模型 . 

设 A 和 B 是 集合 , 石 RCAXB, 则 称 R 为 A 到 B 的 2 元 关系 . 集合 A 上 的 2 元 关系 
R 是 指 RCAXA. 车 |A|= 二 m,1B|==n, 则 A 与 B 间 的 关系 共有 2” 个 . 

深入 理解 整数 集 Z 上 整除 关系 和 模 m 同 余 关 系 , 理解 模 m 同 余 关 系 的 性 质 和 3 个 重 
要 定理 , 能 进行 简单 的 同 余 线 性 方程 和 同 余 线性 方程 组 的 求解 . 

关系 R 中 所 有 序 偶 第 一 坐标 构成 的 集合 为 R 的 定义 域 dom R,， 所 有 序 偶 第 二 坐标 构 
成 的 集合 为 R 的 值 域 ran R. 

熟练 A 到 B 的 关系 和 A 上 的 关系 的 关系 图 表示 方法 , 能 写 出 关系 的 关系 和 矩阵 . 

了 解 图 数 的 关系 定义 . 实际 上 , 关系 是 函数 的 推广 . 

2. 关系 的 运算 

关系 是 集合 , 所 以 关系 可 进行 集合 运算 RUS,RMS,R,R 一 S,R 中 S. 

设 RCAXB, 则 

RY = {(y,rx) | (x,y) € R}. 

设 A, B,C 是 集合 , 若 RCAXB,SCBXC, 则 ReS={(zx,z)|x€EA,zEC, 存 在 y€EB 使 得 
(x,y)ER,(y,z) ES}. 

熟练 掌握 关系 的 运算 及 与 运算 有 关 的 结论 . 

3. 关系 的 性 质 

关系 的 性 质 是 本 章 重 点 内 容 之 一 , 也 是 难点 内 容 . 

(1) 设 REAXA, 若 对 于 任意 zxEA, 均 有 (z,z)ER, 则 尺 就 是 A 上 的 自 反 关系 . RR 在 
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A 上 目 反 的 充 要 条 件 是 TA 和 R. 
(2) 设 RCAXA, 阁 对 于 任意 xEA, 均 有 (x,x) 人 FR, 则 R 就 是 A 上 的 反 自 反 关系 . 
RR 在 A 上 反 自 反 的 充 要 条 件 是 14 [1R=O. 
(3) 设 RCAXA, 对 于 任意 x,yEA, 如 果 (x,y) ER, 那 么 有 (y,7X)ER, 则 R 就 是 A 上 
的 对 称 关系 . R 在 A 上 对 称 的 充 要 条 件 是 R==R- :1. 
(4) 设 RCAXA, 对 于 任意 x,yE A, 如 果 (x,y)ER 且 (y,x)ER, 那 么 一 定 有 ==y， 
则 RR 就 是 A 上 的 反对 称 关系 . R 在 A 上 反对 称 的 充 要 条 件 是 RN 站 R71CT. 
(5) 设 RCAXA, 对 于 任意 x,y,zEA, 如 果 (x,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 (zx,z)ER, 则 
R 就 是 A 上 的 传递 关系 . 关系 尺 在 A 上 传递 的 充 要 条 件 是 ReRCR. 
4. 关系 的 闭 包 
设 RCAXA, 最 小 的 包含 R 的 自 反 (对 称 、 传 递 ) 关 系 就 是 R 的 自 反 闭 包 r(R) (对称 闭 
包 s(R) ,传递 团 包 1(R)). 
r(R)=RUI, 
s(R)=RUR 
(RY)=UR =RURURU- 
要 求 熟练 掌握 关系 的 闭 包 运算 ,能 根据 闭 包 的 定义 、 关 系 图 及 上 述 计算 公 式 求 出 关系 
的 闭 包 ( 较 少 使 用 传递 闭 包 公式 进行 计算 ). 
5。 等 价 关 系 
设 RCAXA, 若 RR 具有 自 反 性 、 对 称 性 以 及 传递 性 , 则 R 就 是 A 上 的 等 价 关系 . 
设 R 是 A 上 的 等 价 关 系 , 对 于 任意 a€ A, 元 素 a 关于 等 价 关 系 R 所 在 的 等 价 类 
[laljs= {zx|xEAH(a,x) ER) 
集合 A 的 划分 x 与 集合 A 上 的 等 价 关 系 R 可 以 建立 一 一 对 应 关系 f: r 一 R. 实际 上 , 集合 
A 上 等 价 关 系 R 是 划分 集合 A 的 标准 . 要 求 掌握 等 价 关 系 的 定义 及 等 价 类 的 计算 . 
6. 相 容 关系 
设 RCAXA, 奉 R 具 有 自 反 性 和 对 称 性 , 则 称 R 为 A 上 的 相 容 关系 或 相似 关系 . 设 
{A;1i€E7T} 是 集合 A 的 覆盖 , 则 R 一 UA:XAi 是 A 上 的 相 容 关系 . 
理解 相 容 关系 的 定义 ,了解 相 容 类 和 极 大 相 容 类 . 
7. 偏 序 关系 
设 REGAXA, 若 尺 具 有 自 反 性 ` 反 对 称 性 和 传递 性 , 则 民 就 是 A 上 的 偏 序 . 设 (A, 乏 ) 
是 依 序 集 , 右 对 任意 zx,y€E A, 有 ZXy 或 yz, 则 硅 就 是 A 上 的 线性 序 或 全 序 . 
设 (A, 硅 ) 是 依 订 集 , y 兹 住 x 是 指 y 是 x 的 “ 顶 涉 上 司 ” 喻 斯 图 的 画 法 : 
(1) 用 黑 点 或 小 圆圈 代表 集合 A 中 的 元 素 ; 
(2) 硅 yy 盖 住 x ,就 将 yy 男 在 z 的 上 方 且 在 y 与 x 之 间 画 一 条 线 . 喻 斯 图 表明 了 偏 序 集 
中 的 元 素 之 间 的 层次 结构 . 
除 要 求 掌握 偏 序 集 的 定义 和 哈 斯 图 的 画 法 外 , 还 要 会 计算 偏 序 集中 满足 要 求 的 特殊 
元 素 . 
设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 ,CO 了 SCA: 
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(1) ES,S 中 每 个 元 素 z，z 委 0，0 就 是 S 的 最 大 元 . bE S,S 中 每 个 元 素 ，0 委 z， 
b 就 是 S 的 最 小 元 . 

(2) bES, 右 S 中 没有 比 更 大 (小 ) 的 元 素 , 0 就 是 S 的 极 大 (小 ) 元 . 

(3) A 中 元 素 & 是 S 上 (下 ) 界 是 指 4 在 S 中 每 一 个 元 素 的 上 (下 ) 方 . 

(4) S 的 最 小 上 界 是 S 的 上 确 界 ,S 的 最 大 下 和 界 是 S 的 下 确 界 . 
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第 3 章 区 题 逻 辑 


逻辑 是 一 个 篆 用 的 术语 ,平时 说 话 ,做事 ` 思考 问题 等 都 要 合乎 逻辑 . 比如 ,一 位 老师 正 
在 学 校 上 课 , 而 要 说 他 在 太空 漫步 就 不 合乎 逻辑 ,把 “逻辑 地 址 ” 弄 错 了 . 同时 ,逻辑 推理 也 
无 处 不 在 ,从 日 第 生活 中 的 实际 问题 的 解决 到 数学 定理 的 证 明 以 及 程序 正确 性 验证 . 

逻辑 学 是 研究 思维 形式 、 思 维 方 法 及 思维 规律 尤其 是 推理 的 学 科 , 早 在 两 干 多 年 前 就 受 
到 人 们 的 重视 , 古 硕 腊 著 名 逻辑 学 家 亚 里 十 多 德 (Aristotle, 公 元 前 384 一 公元 前 322) 是 形 
式 逻 辑 的 创始 人 . 形式 逻辑 ,现在 称 为 普通 逻辑 学 ,要 详细 讨论 概念 ( 词 项 )、 判断 (命题 ) 和 
各 种 形式 的 推理 ,人 研究 逻辑 基本 规律 等 内 容 . 

联合 国教 科 文 组 织 将 逻辑 学 列 为 与 数学 、 物 理学 、 化 学 、 天 文学 、 地 学 、 生 物 学 同等 重要 
的 基础 学 科 , 在 我 国 MBA、MPA 以 及 工程 硕士 人 学 考试 加 入 了 逻辑 测试 题 , 国 内 很 多 大 公 
司 .企业 招聘 高 级 员工 时 也 开始 加 试 逻 辑 测试 . 

德国 数学 家 .哲学 家 莱 布 尼 茨 (G. Leibniz,1647 一 1716) 首先 提出 用 数学 方法 研究 逻 
辑 , 就 是 建立 一 套 表意 符号 体系 ,在 符号 之 间 进 行 形式 推理 . 莱 布 尼 次 是 数理 逻辑 的 创始 人 . 
也 正 因为 这 样 ,数理 逻辑 又 称 为 待 号 逻辑 . 

逻辑 推理 无 处 不 在 ,从 日 党 生活 中 的 实际 问题 的 解决 到 数学 定理 的 证 明 以 及 程序 正确 
性 验证 . 

除了 传统 的 数理 逻辑 (内 容 包括 逻辑 演算 、 公 理化 集合 论 2. 、 模 型 论 .递归 论 和 证 明 论 ) 
外 ,还 出 现 了 各 种 各 样 的 应 用 逻辑 ,如 多 值 逻辑 . 模 态 逻辑 .归纳 逻辑 .时 序 逻 辑 、 动态 逻 辑 、 
模糊 逻辑 . 非 单 调 逻辑 .默认 逻辑 .数字 逻辑 .电路 逻辑 .算法 逻辑 及 程序 逻辑 等 ,这 些 都 与 计 
算 机 科学 密切 相关 ,参考 有 关 文 献 L141. 

人 们 需要 学 习 . 思考 机 需 特 别 是 计算 机 是 如 何 进 行 逻 辑 思维 的 ,以 便 用 人 硬件 或 软件 去 模 
拟 ( 广 义 下 的 计算 ) 实 现 人 的 逻辑 思维 ,这 是 一 种 最 好 的 计算 思维 (computational thinking) 
培养 形式 . 

命题 逻辑 与 谓词 逻辑 是 数理 逻辑 的 基础 部 分 . 本章 学 习 命 题 逻 辑 , 内 容 涉 及 集合 、 映 

命题 逻辑 的 研究 对 象 是 命题 . 


3.1 命题 的 有 关 概 念 


计算 机 的 计算 过 程 就 是 推理 过 程 , 而 每 一 步 推理 离 不 开 判 断 ,判断 的 对 象 就 是 命题 . 
什么 是 命题 ? 命题 (proposition 或 statement) 是 能 判断 出 真 假 ( 或 真 假 程 度 ) 的 语句 . 可 
以 从 三 个 方面 去 理解 : 
(1) 命题 必须 是 一 个 完整 的 句子 ,包括 用 数学 式 子 如 2 十 3=5 代表 的 语句 . 这 一 点 在 后 
面 的 命题 符号 化 时 要 注意 . 
(2) 所 给 语句 具有 真 假意 义 , 即 有 是 否 符合 客观 实际 或 是 否 合理 之 分 . 一 般 来 说 ,只 有 
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陈述 句 才 可 能 具有 其 假意 义 , 祈 使 句 、 疑 问 句 和 感叹 句 不 具有 大 假意 义 . 

(3) 能 判断 出 真 假 .不 过 ,要 是 将 来 某 时 候 能 判断 出 真 假 也 行 . 

【 例 3-1】 判断 下 列 语句 是 否 是 命题 . 

(1) 辽宁 舰 是 中 国 的 第 一 条 航空 母 舰 . 

(2) 我 喜欢 智能 手机 和 平板 电脑 . 

(3) Xx.>3, 

(4) 并 下 ! 

(5) 这 宁 花 真 漂 亮 ! 

(6) 你 要 我 的 手机 号 人 码 是 想 给 我 充 话费 ? 

(7) 火星 上 有 生物 . 

(8) 这 人 句 话 是 假 话 . 

(9) 小 王 和 小 到 是 同学 . 

(10) 你 只 有 刻 吉 学习, 才能 取得 好 成 绩 . 

解 ”很 显然 ,(1) 和 (2) 是 命题 . 

(3) 不 是 命题 ,因为 无 法 知道 变量 x 的 取 值 ,进而 无 法 确定 其 真 假 . 

(4) 是 祈 使 句 , 它 本 和 号 没有 对 错 之 分 ,但 命令 发 出 后 会 有 终结 反应 . 

(5) 是 感叹 句 ,(6) 是 疑问 句 , 没 有 真 假意 义 ( 反 诗句 如 “你 也 喜欢 《潜伏 吗 ?” 除 外 ). 不 
过 ,也 可 以 认为 (5) 是 “这 条 花 漂 亮 ? 的 强调 形式 , 因而 是 命题 . 

在 2005 年 ,美国 “发 现 ” 号 探测 右 发 现 火 星 上 有 水 ,至 今 尚 不 知道 火星 上 是 否 有 生物 ， 
2012 年 看 陆 火 星 的 好奇 ”号 正在 探测 ,但 我 们 相信 在 将 来 某 个 时 候 一 定 会 知道 的 ,因此 ， 
(7) 被 认为 是 命题 . 正如 我 们 把 哥 德 巴 赫 (C. Goldbach，1690 一 1764)1742 年 猿 想 “1 十 1 二 
2”, 即 “大 于 4 的 偶数 是 两 个 奇 素数 之 和 ?看 作 命题 一 样 , 现 已 经 对 直到 10 “的 所 有 的 大 于 4 
的 偶数 都 已 经 验证 结论 是 正确 的 . 1966 年 我 国 数学 家 陈景润 证 明了 ”1 十 2 二 3”, 即 "一 个 充 
分 大 的 偶数 是 一 个 奇 素数 和 一 个 不 超过 两 个 奇 素数 乘积 的 数 之 和 ?”. 

(8) 是 导论 ,不 管 承 认 对 还 是 错 都 会 导致 予 盾 . 在 一 个 理论 中 出 现 悖 论 ,说 明 该 理论 有 
不 合理 的 地 方 . 为 了 避免 迟 论 的 出 现 , 也 许 会 产生 新 的 研究 分 文 ,如 公理 化 集合 论 年 . 

(9) 和 (10) 是 命题 . 

虽然 ,问题 的 重点 不 在 于 判断 一 个 语句 是 否 是 命题 ,特别 是 命题 的 芮 假 问题 ,因为 有 些 
判断 还 涉及 概念 的 内 涵 问 题 ,但 对 于 初学 用 符号 去 研究 逻辑 的 人 来 说 ,理解 命题 概念 还 是 非 
常 必 要 的 . 

命题 的 真 值 (truth) 就 是 命题 的 逻辑 取 值 .经 典 逻 辑 值 只 有 两 个 : 1 和 0, 它 们 是 表示 事 
物 状 态 的 两 个 量 . 右 一 个 命题 是 真 命题 ,其 真人 为 1; 右 一 个 命题 是 假 命题 ,其 真人 为 0. 在 
计算 机 专业 诛 程 中 ,将 逻辑 真 用 1 表示 ,逻辑 假 用 0 表示 . 通 第 规定 ,1 表示 开关 处 于 接 通 状 
态 ,0 表示 开关 处 于 断 开 状态 ;三 极 管 饱 和 用 1 表示 ,三极管 截止 用 0 表示 ;在 电路 分 析 和 设 
计时 规定 ,1 表示 高 于 逻辑 高 电 平 信号 ,0 表示 逻辑 低 电 平 信号 等 .实际 上 在 数理 逻辑 中 ,更 
多 时 候 逻 辑 真 是 用 工 (True), 逻辑 假 用 F(False) 表 示 的， 

奢 一 个 命题 不 包含 有 更 小 的 命题 , 则 称 其 为 原子 命题 (atom) 或 简单 命题 ,否则 称 为 复 
合 命 题 (compound proposition). 原子 命题 是 命题 逻辑 研究 的 基本 单位 ,区 分 原子 命题 在 后 
面 命 题 的 符号 化 时 是 很 重要 的 . 在 例 3-1 中 ,(1)、(2)、(7)、(9) 是 原子 命题 ,特别 注意 (9) 是 
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原子 命题 ,不 能 把 它 分 解 为 “小 王 是 同学 ”和 “小 李 是 同学 ”. (10) 是 复合 命题 , 它 包 含有 两 个 
原子 命题 “你 刻 徊 学习” 和 “你 取得 好 成 绩 ”. 

通 篆 用 小 写 英 文字 母 pqr,s, … 或 市 下 标 pi» Pp2» ps3，"*° 等 来 表示 原子 命题 ,如 用 
PpP: 2 十 3 二 5,q: 今天 我 们 上 访 . 

现在 已 经 癌 构 造 符 号 体系 迈 出 了 第 一 步 . 还 有 的 联结 词 符号 将 在 下 节 人 介绍. 把 1 和 0 称 
为 逻辑 常量 (logical constant), 今后 在 逻辑 表达 式 中 出 现 的 pg,r,s,… 或 pi ;pi ,jp 等 
称 为 命题 变 元 (proposition variable) 或 逻辑 变量 (logical variable). 命题 变 元 可 以 代表 任意 
命题 ,从 取 值 的 角度 看 ,命题 变 元 既 可 以 取 1 也 可 以 取 0. 


站 题 3.1 


1. 指出 下 列 语句 哪些 是 命题 ,对 于 命题 指出 其 真 值 . 
(1) 北京 在 2008 年 举办 奥运 会 . 

(2) 离散 数学 是 计算 机 专业 的 必修 诬 . 

(3) zy. 

(4) 西南 大 学 是 一 所 “211 工程 ”建设 的 学 校 . 
(5) 1 是 素数 . 

(6) 读 大 学 就 是 要 学 会 思考 . 

(7) 月 收入 超过 3500 元 要 上 缴 个 人 所 得 税 . 

2. 找 出 下 列 各 命题 的 所 有 原子 命题 ,并 分 别 用 小 写 英 文字 母 表示 . 
(1) 我 不 去 游泳 . 

(2) 张 三 一 边 看 书 ,一边 用 iphone 听 音 乐 . 

(3) 小 李 能 歌 善 舞 . 

(4) 这 学 期 我 选修 “人 工 智能 ”或 “模式 识别 ”课程 . 

(5) 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 八 点 或 上 午 八 点 半 起 飞 . 
(6) 如 果 我 有 时 间 ,我 就 回 家 去 看 望 我 的 父母 . 

(7) 我 今天 进 城 , 除 非 天 下 雨 . 

(8) 小 张 既 没有 外 出 也 没有 上 网 ,他 在 睡觉 . 

(9) 你 只 有 刻 苗 学 习 , 才 能 取得 好 成 绩 . 

(10) 仅 当 你 走 ,我 留 下 值班 . 


3.2 逆 辑 联结 词 


命题 逻辑 中 出 现 的 命题 , 除 原子 命题 外 ,更 多 的 是 复合 命题 . 一 方面 ,复合 命题 是 由 原子 
命题 构成 的 , 它 需 要 联结 词 ; 另 一 方面 ,给 定 了 原子 命题 ,使 用 逻辑 联结 词 (logical 
connectives) 可 以 将 它们 构成 一 个 复合 命题 ,这 也 是 逻辑 联结 词 的 作用 之 一 . 
逻辑 联结 词类 似 于 目 然 声言 中 的 连词 ,但 逻辑 联结 词 就 是 逻辑 运算 , 除 在 本 节 对 其 进行 
严格 定义 外 ,还 需要 在 其 后 讨论 其 运算 性 质 . 
sl 


3.2.1 否定 联结 词 ”P 
设 pp 表示 一 个 命题 ，- 了 pp 是 对 命题 p 的 否定 (negation, not) , 读 作 “ 非 p”. 
例如 , 令 p: 2 十 3 二 5, 则 一 p: 2 十 3 关 5. 于 是 ,1 元 运算 ”的 运算 表 , 如 表 3-1 所 示 . 
了 -7p 也 可 以 用 一 p 表示 ,在 C 语言 中 用 1p 表示 ,在 信息 检索 中 


用 一 p 表示 ,在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 原理 中 用 表示 ,与 其 对 应 si 

的 门 电路 为 “ 非 门 ”. P Ws 
~.p 是 数理 馆 辑 中 的 标准 记号 ,而 在 实际 应 用 时 常 采用 B 记 号， 1! | 。 

建议 大 家 对 这 两 种 记号 都 要 熟悉 . 0 1 


一 是 仅 有 的 一 个 1 元 逻辑 运算 和 从 ,下面 讨论 的 都 是 2 元 运算 符 ， 
3.2.2 合 取 联结 词 p 人 gq 


令 bp; 小 李 能 歌 ,g: 小 李 善 舞 , 则 p 与 g 的 合 取 (conjunction, and)p Ag: 小 李 能 歌 并 且 
善 舞 . 合 取 联结 词 人 相当 于 目 然 语 言 中 的 “并 且 ”“ 与 “和 ”“ 以 及 ”“ 不 但 … 而 且 …”、“ 虽 
然 … 但 是 …”“ 尺 管 … 仍 然 …” 等 . 合 取 联结 词 A 的 运算 表 如 表 3-2 所 示 . 


表 3-2 
| | 
! | | | 。 


注意 

(1)“ 小 王 和 小 李 是 同学 ”中 的 “和 ?没有 合 取 之 意 . 

(2) 在 数理 逻辑 中 , 合 取 联结 词 人 可 以 将 任意 两 个 命题 联结 起 来 以 构造 出 新 的 命题 ,如 
用 p: 2 十 3 二 5,g: 今天 上 课 , 则 p Ag: 2 十 3 二 5 且 今 天 上 课 . 下面 要 介绍 的 其 他 联结 词 都 
是 这 样 理解 . 

PAg 可 用 pe&-gq 或 p xgq 表示 ,在 C 语 言 中 用 p&&g 表示 ,在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 
原理 中 p Ag 用 p，g 表示 ,并 且 约 定 “*。” 可 以 省 略 ， 直 接 写 成 pg, 与 其 对 应 的 门 电路 为 
本 


3.2.3 析 取 联结 词 pVg 


令 p: 这 学 期 我 选修 人 工 智能 课程 ,g: 这 学 期 我 选修 模式 识别 课程 , 则 p 与 g 的 析 取 
(disjunction, or)pVg: 这 学 期 我 选修 人 工 智能 或 模式 识别 课程 . 析 取 联结 词 V 相当 于 目 然 
语言 中 的 “或 ” 析 取 联结 词 V 的 运算 表 如 表 3-3 所 示 . 

表 3-3 
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pVg 在 C 语 言 中 用 pg 表示 ,在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 原理 中 pVg 用 pp 十 g 表 
示 , 与 其 对 应 的 门 电路 为 “或 门 ”. 

否定 、 合 取 和 析 取 是 3 种 最 基本 的 逻辑 运算 , 是 所 有 程序 设计 语言 涉及 的 逻辑 运算 , 在 
信息 检索 中 会 经 稼 用 到 , 可 以 按 ”( 离 散 数 学 十 高 等 数学 ) x 视频 ”查询 网 页 . 


3.2.4 异 或 联结 词 p Dg 


自然 语言 中 的 “或 ”可 能 是 “可 兼 或 ”(inclusive or) , 它 表 示 两 者 可 同时 为 真 , 用 析 取 V 表 
示 即 可 ; 也 可 能 是 “不 可 兼 或 ”, 它 表示 两 者 不 能 同时 为 真 , 换 名 话说 ,两 者 同时 为 真是 假 命 
题 . 这 就 需要 异 或 联结 词 . 
令 p: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 8:00 起 飞 ,g: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 8:30 起 飞 , 则 
Pp 与 gq 的 异 或 (exclusive or, XOR)p Dgq: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 8:00 或 上 午 8:30 起 
飞 . 异 或 联结 词 由 的 运算 表 如 表 3-4 所 示 . 
表 3-4 
i 
| | | | | 


与 异 或 联结 词 对 应 的 门 电路 为 “ 异 或 门 ” 
对 于 自然 语言 中 的 “或 ”用 V 还 是 由 需要 仔细 分 析 ,一 般 来 说 ,只 要 不 是 非常 明显 的 不 
可 兼 就 使 用 V . 
【 例 3-2】 今天 晚上 我 在 寝室 上 自习 或 去 电影 院 看 电影 . 
解 ” 令 pp: 今天 晚上 我 在 寝室 上 自习 ,gq: 今天 晚上 我 去 电影 院 看 电影 , 则 原 命 题 可 表示 
为 pV og. 
【 例 3-3】 本 学 期 张 三 或 李 四 当 选 为 班长 . 
解 ” 令 p: 本 学 期 张 三 当 选 为 班长 ,g: 本 学 期 这 四 当选 为 班长 , 则 原 命 题 可 表示 为 
p Dg. 
3.2.5 条 件 联结 词 pq 
令 bp: 我 有 时 间 ,g: 我 去 看 望 我 的 父母 , 则 p 一 g: 如 果 我 有 时 间 , 我 就 去 看 望 我 的 父母 . 
p 王 gq 计 作 “p 蕴涵 g”(implication) 或 “p 条 件 g”(conditional), 强 涵 联 结 词 习 相当 于 自然 语 
言 中 的 “在 … 则 …”“ 如 果 … 那 么 … 等 .蕴涵 联结 词 一 的 运算 表 如 表 3-5 所 示 . 
表 3-5 
EE 
LI | °°。 | °°。 | °°。 | °° | i 


pg 在 模糊 逻辑 系统 中 是 标准 的 蕴涵 联结 词 . 蕴涵 联结 词 也 可 以 称 为 条 件 联结 词 , 但 
是 与 C 语言 中 的 “条 件 运 算 ” 以 及 if-then 语句 含义 不 同 . 
“RN 


在 pg 中 ,p 称 为 前 件 (antecedent),g 称 为 后 件 (consequent). 当前 件 为 1, 后 件 为 
1 时 ,pg 为 1; 当前 件 为 1, 后 件 为 0 时 ,pg 为 0, 这 两 种 情况 下 的 取 值 是 容易 理解 的 . 
叉 因 为 我 们 的 一 是 实质 缠 涵 ,规定 在 前 件 为 0, 后 件 为 1 时 ,p 王 g 为 1; 当前 件 为 0, 后 件 为 
0 时 ,pp 一 g 为 1. 这 样 规定 有 其 合理 性 ， 见 下 面 的 例子 . 

【 例 3-4】 令 p: 太阳 从 西边 出 来 ,g: 2 十 3 三 5, 则 p 一 gqg:“ 如 果 太 阳 从 西边 出 来 ,那么 
2 十 3 二 5” 是 真 命题 . 

【 例 3-5】 令 p: 太阳 从 西边 出 来 ,qg: 2 十 3 二 4, 则 户 一 dg:“ 如 果 太 阳 从 西边 出 来 ,那么 
2 十 3 一 4? 是 真 命题 . 

实际 上 ,在 根据 子 集 的 定义 证 明 1.1 节 的 定理 1-1: 对 于 任意 集合 A, 有 名 性 A 时 ,就 
要 用 到 上 述 实质 更 涵 的 定义 . 同样 ,在 理解 关系 的 目 反 \ 反目 反 、 对称 \ 反 对 称 及 传递 性 质 时 ， 
也 要 用 到 上 述 实质 拇 涵 的 定义 . 

当然 ,在 现代 人 逻辑 中 ,对 缠 涵 的 不 同 理解 会 得 到 不 同 的 逻辑 系统 ,如 由 严格 缠 涵 得 出 模 
态 逻 辑 系统 -1 . 


3.2.6 双 条 件 联 结 词 p <>g 


令 p: 四 边 形 是 平行 四 边 形 ,g: 四 边 形 的 对 边 平 行 , 则 p eg: 四 边 形 是 平行 四 边 形 当 且 
仅 当 该 四 边 形 的 对 边 平 行 .pp gq 谈 作 “PP 等 价 g”(Cequivalence) 或 “六 双 条 件 g” 
(biconditional) ,等 价 联结 词 全 相当 于 目 然 语言 中 的 “ 当 且 仅 当 ”“ 充 分 必要 条 件 ”, 其 英文 为 
and only 寺 , 缩 写 为 iff. 等 价 联结 词 全 的 运算 表 如 表 3-6 所 示 . 


表 3-6 


“p 当 且 仅 当 g” 有 两 层 含义 : (1)“p 当 g” 是 指 g 一 p. (2)“p 仅 当 g” 是 指 p 一 g. 正 因为 
此 ,等 价 联结 词 司 又 可 以 称 为 双 冀 涵 联 结 词 或 双 条 件 联结 词 . 

在 数字 人 逻辑 等 课程 中 ,等 价 联结 词 司 称 为 * 同 ”, 并 用 “©” 符号 表示 ,对 应 “ 同 或 门 ”. 

【 例 3-6】 仅 当 你 走 ,我 留 下 . 

解 ” 令 p: 我 留 下 ,gq: 你 走 , 则 原 命 题 可 表示 为 p 王 gq. 

在 自然 语言 中 ,能 用 到 的 联结 词 就 是 上 面 6 个 .但 后 面 将 证 明 ,2 元 逻辑 运算 还 有 下 面 
3 个 , 仅 给 出 运算 表 . 


3.2.7 与 非 联 结 词 p 人 4 


pp 个 g 读 作 “p 与 非 g”(NOT AND), 它 与 下 面 的 或 非 联结 词 “y ”(Peirce 箭头 ) 相 对 应 . 

与 非 联 结 词 以 Sheffer 的 名 字 命 名 , 称 为 Sheffer 竖 , 而 最 初 的 记号 为 “1”, 所 以 与 非 联 
结 词 *^ ”的 运算 符号 有 些 地 方 至 今 仍 使 用 Sheffer 竖 符 号 “|” 在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 
原理 中 “和 ”没有 专用 的 运算 符号 ,“p 与 非 g” 直 接 记 为 .gq, 对 应 的 门 电路 为 “与 非 门 ”. 
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3.2.8 或 非 联 结 词 p y 4 


pvyg 读 作 “p 或 非 g”(NOT OR) ,或 非 联 结 词 “ y ”以 Peirce 的 名 字 命 名 为 “Peirce 箭 
头 ”. 

在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 原理 中 “y” 没 有 专用 的 运算 符号 ,“p 或 非 g” 直 接 记 为 
pP 十 q;， 对 应 的 门 电路 为 “或 非 门 ”. 


3.2.9 ”条件 否定 联结 词 p >g 


pg 读 作 “p 条 件 否 定 g”(NOT IF THEN) ,其 中 n 表示 否定 not. 

“p 条 件 否 定 q” 可 和 卫 接 记 为 "(pp 一 g). 

上 面 介绍 了 1 个 1 元 逻辑 运算 、8 个 2 元 逻辑 运算 .后 面 将 证 明 : 不 同 的 1 元 逻辑 运算 
和 2 元 逻辑 运算 共 9 个. 

要 求 ” 理 解 记 忆 上 述 9 个 ,特别 是 最 前 面 的 6 个 联结 词 的 运算 表 . 

思考 “如何 定义 3 元 逻辑 运算 ? 


站 题 3.2 


1. (1) 设 p: 现在 很 多 人 都 有 车 , 求 了 pp. 

(2) 写 出 “一 2 是 偶数 或 3 是 正 数 ” 的 否定 命题 . 

(3) 设 p: 每 个 自然 数 都 是 整数 , 求 pV 一 p. 

2. 令 pb: 今天 有 了 十 ,gq: 明天 有 了 雨 , 问 p Ng,pVgqsp>q,pDq,p tq,pyqg 和 p>g 分 别 
表示 什么 复合 命题 ? 

3. 令 p: 我 们 去 图 书馆 ,q: 我 们 去 上 网 , 问 -(p 和 gq) 表示 什么 复合 命题 ? 

4. 令 p: 我 生病 ,q: 我 去 上 课 , 则 "虽然 我 没有 生病 ,但 我 不 去 上 课 ? 该 如 何 用 符号 
表示 ? 

5.“ 张 红 和 张 兰 是 姐妹 ”中 的 和 与 联结 词 人 有 什么 不 同 ? 

6. 写 出 一 个 命题 , 它 可 以 表示 为 p 全 (了 gq A7). 


3.3 命题 公式 及 其 其 但 表 


有 了 前 面 的 两 节 内 容 , 台 可 以 得 到 命题 多 辑 的 符号 体系 . 由 于 所 讲 内 容 侧重 于 在 后 继 评 
程 中 的 应 用 ,我 们 不 给 出 逻辑 演算 系统 的 形式 语言 的 定义 . 


3.3.1 命题 公式 的 定义 


命题 公式 就 是 逻辑 也 数 或 逻辑 表达 式 , 其 中 的 常量 是 逻辑 常量 1 和 0, 其 中 的 变 元 是 命 
题 变 元 或 逻辑 变量 . 很 快 可 以 看 到 ,这 种 逻辑 函数 的 取 值 只 可 能 为 1 或 0. 

命题 公式 是 由 命题 常量 .命题 变 元 .逻辑 联结 词 . 左 圆 括号 ”(?” 及 右 圆 括号 ”)? 构 成 的 有 
意义 (well-formed) 的 符号 串 ,其 严格 定义 稼 傅 助 于 递归 定义 方式 给 出 . 

【定义 3-1】 命题 公式 (proposition formula) 集 合 按 下 列 方法 生成 : 


(1) 命题 常量 1 和 0 以 及 命题 变 元 是 命题 公式 . 

(2) 吞 A 是 命题 公式 , 则 (一 A) 是 命题 公式 . 

(3) 关 A 和 B 是 命题 公式 , 则 (A AB),(AVB),(ABB),(A 一 B),(A =B),(A‘B), 
(AyB),(A >B) 是 命题 公式 . 

(4) 有 限 次 应 用 (1)、(2)、(3) 所 得 到 的 符号 串 是 仅 有 的 命题 公式 . 

根据 命题 公式 的 定义 知 ,p, (了 pp),G- 了 (了 p)),(1Ap),(0V (7-7p)),(- (p>g)), 
((pPq)y9) 以 及 (((pVg) 一 r) 于 (了 rr) 习 (pp 和 gq))) 等 是 命题 公式 ,而 (一 (pp 一 ))， 
(一 pq)) 等 不 是 命题 公式 . 

命题 公式 可 称 为 合式 公式 (Well-Formed Formula，WEFF) 或 简称 为 公式 ,其 全 称 为 命题 
合式 公式 . 这 儿 的 公式 实际 上 是 书写 正确 .含义 清楚 的 表达 式 或 者 说 符号 串 , 与 以 前 所 学 过 
的 公式 含义 不 尽 一 致 .上面 已 经 谈 到 ,命题 公式 是 逻辑 因数 ( 它 与 形式 系统 中 的 WFF 的 定 
义 不 尽 一 致 ) ,否则 如 A 人 A 人 1 及 A^B 等 就 没有 定义 ,可 以 借助 于 函数 给 命题 公式 下 定义 . 

命题 公式 一 般 用 A,B,C,… 表 示 . 寿命 题 公 式 A 中 恰 含 有 7 个 命题 变 元 pi1 ,ps，… ,pp，， 
则 可 以 将 A 记 为 A(pi;,ps，,…,p,). 显然, 命题 公式 A 就 是 命题 变 元 pi ,ps ……, 思 的 困 数 . 

严格 按照 命题 公式 的 定义 ,就 会 出 现 很 多 的 插 号 .一 方面 ,这 些 插 号 使 命题 公式 的 结构 
清晰 、 含 义 清楚 ;而 男 一 方面 ,括号 太 多 给 命题 公式 的 阅读 和 书写 带 来 不 便 . 因此 , 特 作 如 下 
一 些 可 以 省 略 括号 的 约定 : 

(1) 最 外 层 的 括号 可 以 省 略 . 

在 形成 最 终 的 命题 公式 时 ,所 有 的 中 间 过 程 得 到 的 命题 公式 ,包含 其 本 和 喘 , 都 称 为 该 合 
题 公 式 的 子 公式 .如 ((p 由 go) yq) 的 子 公 式 分 别 为 p,qg, (pq) 和 ((p 织 gq) y gq). 这 条 约定 是 
说 ,在 最 终 形成 的 命题 公式 ((p 引 gq) y 9) 时 ,最 外 层 的 括号 可 以 不 写 : (pq) yq, 但 在 形成 
过 程 中 的 括号 是 至 关 重 要 的 . 

(2) 9 个 联结 词 运算 的 优先 顺序 依次 为 

Rs VD 
符合 本 约定 的 有 些 括号 可 以 不 写 . 如 命题 公式 
((pV a > oe((-mr)—> (pA 9g)) 
可 以 写成 
(PPVO 一 rr)<*>( 7 六 一 户 人 0) 


池 


站 

但 这 种 优先 顺序 的 规定 不 尽 一 致 ,如 可 以 将 人 和 V 看 作 同 级 别 运 算 等 外 .也 可 以 按 其 他 课 
本 ,只 定义 5 个 联结 词 一 , 人 ,V ,一 ,一 从 左 至 右 的 优先 级 别 5 . 

(3) 同 级 运算 从 左 至 右 依 次 进行 .如 加 一 9 一 -是 (一 g) 一 -但 很 多 时 候 是 写成 ( 户 一 q) 一 
-形式 . 

注意 “可 以 省 略 ” 表 示 也 可 以 不 省 略 , 但 在 有 些 时 候 , 把 命题 公式 p 人 gqg 习 r 写成 
(人 qd) 一 也 许 更 好 . 

实际 上 ,在 对 命题 进行 符号 化 时 ,只 要 书写 正确 的 逻辑 图 数 都 是 命题 公式 . 


3.3.2 命题 的 符号 化 


命题 的 符号 化 就 是 使 用 符号 
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命题 变 元 .逻辑 联结 词 和 括号 将 所 给 出 的 命题 表示 出 


来 . 一 方面 说 明 ,符号 体系 来 源 于 实际 问题 , 另 一 方面 也 是 给 出 进一步 学 习 逻 辑 演 算 系 统 的 
语义 解释 时 的 一 种 标准 模型 . 

命题 的 符号 化 的 步骤 : 

(1) 找 出 所 给 命题 的 所 有 原子 命题 ,并 用 小 写 英 文字 母 或 市 下 标 表 示 . 

(2) 确定 应 使 用 的 联结 词 ,进而 将 原 命 题 用 符号 表示 出 来 . 

【 例 3-7】 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 天 气 很 好 或 很 热 . 

(2) 如 果 张 三 和 李 四 都 不 去 ,那么 我 就 去 . 

(3) 仅 当 你 走 , 我 留 下 . 

(4) 我 今天 进 城 ,除非 天 下 雨 . 

(5) 你 只 有 和 刻 闸 学 习 , 才 能 取得 好 成 绩 . 

解 (1) 用 p: 天 气 很 好 , g: 天 气 很 热 , 则 原 命题 符号 化 为 : pV gq. 

本 命题 中 的 "或 ?不 是 明显 的 不 可 兼 ,所 以 用 ”V ” 

(2) 用 p: 张 三 去 , g: 李 四 去 ,r: 我 去 , 则 原 命题 符号 化 为 : "pqg 一 x. 

注意 “ 张 三 不 去 ”应 是 复合 命题 . 

(3) 用 p: 你 走 , g: 我 留 下 , 则 原 命题 符号 化 为 : gq 一 p. 

(4) 用 p: 我 今天 进 城 , g: 天 下 雨 , 则 原 命 题 符 号 化 为 : 

“除非 ”相当 于 “如 有 果 不 ”. 

(5) 用 p: 你 刻 盏 学 习 ,g: 你 取得 好 成 绩 , 则 原 命 题 符 号 化 为 : gq 一 p. 


3.3.3 命题 公式 的 真 值 表 


对 于 命题 公式 A, 若 对 A 中 出 现 的 每 个 命题 变 元 都 指定 一 个 真 值 1 或 者 0, 就 对 命题 公 
式 A 进行 了 一 种 真 值 指 派 (assignment) 或 一 个 解释 (interpretation) ,而 在 该 指派 下 会 求 出 
公式 A 的 一 个 真 值 .将 A 的 所 有 可 能 的 真 值 指派 以 及 在 每 一 个 真 值 指派 下 的 取 值 列 成 一 个 
表 ,就 得 到 命题 公式 A 的 真 值 表 (truth table). 

【 例 3-8】 写 出 命题 公式 (一 pVg) 一 ~ 的 真 值 表 . 

解 ” 命 题 公 式 ( 了 pVg) 一 ”的 真 值 指派 共 8 种 ,分 别 为 (p,qg,7) 二 (1,1,1),(1,1,0)， 
(1,0,1),(1,0,0)，(0,1,1)，(0,1,0)，(0,0,1)，(0,0,0). 经 过 计算 知 ,命题 公式 (了 pVg) 一 
r 在 指派 下 的 取 值 分 别 为 : 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0. 因此 ,命题 公式 (一 pV g) 一 r 的 真 值 表 如 
表 3-7 所 示 . 


表 3-7 
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在 列 真 值 表 时 ,最 好 将 中 间 的 计算 过 程 也 写 出 来 ,如 表 3-7 中 的 第 4 列 和 第 5 列 , 它 
。 7 。 


-一 | 疙 | 广 | 心 
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际 上 是 按 命 题 公 式 的 形成 过 程 (或 者 说 是 按 命题 公式 的 层 ) 书 写 的 ,关键 是 列举 所 有 真 值 指 
派 及 在 每 一 种 指派 下 的 取 人 HO. 

正 因 为 这 样 , 在 列 真 值 表 时 主要 是 所 有 命题 变 元 及 其 真 值 指派 和 在 每 种 指派 下 命题 公 
式 的 取 值 .在 当 一 个 命题 公式 较 复 杂 时 ,有 些 子 公式 可 以 省 略 . 也 可 以 将 所 有 命题 变 元 及 其 
真人 指派 都 放 在 第 一 列 . 这 实际 上 是 一 种 简化 的 真 值 表 . 

要 求 大 家 能 准确 写 出 一 个 命题 公式 的 真 值 表 ,这 是 本 市 的 重点 内 容 , 当 然 必 须 牢记 联结 
词 的 运算 表 才 行 . 

由 表 3-7 知 , 含 3 个 命题 变 元 的 命题 公式 有 8 = 二 2 种 不 同 的 真 值 指派 .很 显然 , 含 2 个 
命题 变 元 的 命题 公式 有 4 三 2 种 不 同 的 真 值 指派 .一 般 来 说 , 含 n(n 宇 1) 个 命题 变 元 的 命题 
公式 的 不 同 的 真 值 指派 有 2” 种. 

思考 ”设计 程序 ,对 于 给 定 的 命题 公式 构造 真 值 表 . 

3.3.4 ”命题 公式 的 类 型 

【定义 3-2】 在 任何 指派 下 均 取 真 的 命题 公式 称 为 永 真 式 或 重 言 式 (tautology); 在 任 
何 指派 下 均 取 假 的 命题 公式 称 为 永 假 式 或 矛盾 式 (contradiction); 至 少 有 一 种 指派 使 其 为 
真 的 命题 公式 称 为 可 满足 式 (satisfactable formula) ;至 少 有 一 种 指派 使 其 为 真 同 时 至 少 有 
一 种 指派 使 其 为 假 的 命题 公式 称 为 中 性 式 或 偶然 式 (contingency). 

根据 定义 知 , 命 题 公 式 ( 了 ziVgag) 一 ”为 中 性 式 .很 容易 验证 ,命题 公式 pV 了 Pp 为 永 真 
式 ,p 八 一 为 水 假 式 . 

命题 公式 的 分 类 如 下 : 


显然 ,A 永 真 的 充 要 条 件 是 -A 永 假 ;1AAB 永 真 的 充 要 条 件 是 A 和 B 均 永 真 . 
永 真 式 是 非常 重要 的 一 类 命题 公式 , 先 看 一 个 例子 . 

【 例 3-9】 证 明 : 命题 公式 (p 悦 g) 呈 (了 pVg) 是 水 趴 式 . 

证 ” 列 出 (p 一 gq)( 一 pVg) 的 真 值 表 如 表 3-8 所 示 . 


表 3-8 
: | | I ! 
| | | | + | ， 


由 其 值 表 可 知 , 命 题 公式 (pq) 中 (TpVg) 是 永 真 式 . 
注意 利用 真 值 表 得 出 一 个 命题 公式 的 类 型 是 最 常用 的 方法 ,这 种 方法 可 以 称 为 真 值 
表 法 . 
真 值 表 法 ,从 理论 上 来 说 ,是 完全 可 行 的 ,但 当 命 题 变 元 较 多 时 也 是 极为 不 方便 的 ,例如 
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当 你 编 一 个 程序 来 做 这 件 事 时 就 会 遇 到 这 样 的 需要 解决 的 问题 . 

【 例 3-10】 证 明 : 命题 公式 ( 人 (zz 一 g)) 一 g 是 永 真 式 . 

证 ”假设 pA(p 王 gq) 取 真 , 则 pp 及 pq 均 取 真 , 进 而 9 为 真 ,因此 ( 人 (pg)) 一 9 永 真 . 

同 例 3-9 一 样 , 可 以 利用 真 值 表 法 对 例 3-10 进行 证 明 ,但 对 于 证 明 A 一 B 永 真 ,可 以 通 
过 “ 取 值 ”的 方法 证 明 :“ 由 A 真 推出 B 真 或 由 B 假 推 出 A 假 , 则 A 一 B 永 真 ”, 因为 这 意味 
着 不 可 能 出 现 “A 真 B 假 ” 情 形 . 

注意 ”这 种 利用 取 值 的 方法 得 出 一 个 命题 公式 的 类 型 可 以 称 为 取 值 法 . 

取 值 法 本 质 上 是 真 值 表 方法 ,但 它 与 真 值 表 法 是 有 一 些 区 别 的 . 硅 能 用 好 这 种 方法 ,对 
于 证 明 有 些 结论 是 非常 方便 的 ,参见 本 市 的 习题 第 3、4、6 题 . 

最 后 介绍 永 真 式 的 代入 定理 (Rule of Substitution ,RS). 

【定理 3-1】( 永 真 式 代入 定理 ) 设 命题 公式 A(pi,ps，,…,p,) 为 永 真 式 , 则 分 别 用 命题 
公式 Bi ,B,,…,B, 全 部 代 换 A 中 的 命题 变 元 pi,ps，…,p, 所 得 到 的 命题 公式 ( 称 为 A 的 
代入 实例 ,substitution instance) 是 永 真 式 . 

证 ” 设 替 换 后 的 命题 公式 为 B, 对 于 公式 B 的 任意 一 种 指派 ,命题 公式 Bi ,B,,…,B， 
有 真 值 t,ts,…,t, ,而 由 已 知 , 显 然 有 Alti,ts,…,t,) 取 真 , 所 以 B 是 永 真 式 .证 毕 . 

永 真 式 的 代入 定理 是 这 样 使 用 的 : 由 于 命题 公式 (p 一 g) 司 (了 pVg) 是 永 真 式 ,对 于 任 
意 命题 公式 A 和 B, 根 据 代 入 定理 知 ,(A 一 B)( 了 -了 AVB) 是 永 真 式 ;由 于 命题 公式 
(人 (一 0g)) 一 g 是 永 真 式 , 所 以 (A 和 人 (A 一 B)) 一 B 是 永 真 式 . 

从 代入 定理 的 证 明知 ,要 证 明 对 于 任意 命题 公式 A 和 B,(A 一 B)(-AVB) 是 永 真 
式 , 原 则 上 可 以 将 A 和 B 看 作 命 题 变 元 ,不 过 在 用 真 值 表 法 证 明永 真 时 最 好 先 就 命题 变 元 
进行 ,再 利用 永 真 式 的 代入 定理 (请 思考 为 什么 ). 


站 题 3.3 


1. 将 下 列 命题 符号 化 . 
(1) 阁 a 和 6 是 奇数 , 则 a 十 b 是 偶数 . 
(2) 只 有 在 正 整 数 n 三 2 时 ,不 定 方 程 x" 十 y= 二 zx” 才 有 正 整 数 解 . 
(3) 天 在 下 雨 , 我 没有 去 书店 . 
(4) 两 矩阵 相等 当 且 仅 当 其 对 应 的 元 素 分 别 相等 . 
(5) 这 苹果 虽然 甜 ,但 我 不 打算 买 . 
(6) 除非 我 接 到 正式 邀请 ,否则 我 不 去 参加 圣诞 晚会 . 
(7) 我 和 小 王 是 同学 . 
(8) 因为 他 要 看 今 晚 的 NBA 篮球 比赛 ,所 以 他 没有 来 上 自习 . 
(9) 尽管 她 学 习 成 绩 不 太 好 ,但 她 的 动手 能 力 很 强 . 
(10) 我 的 手机 没 电 了 , 借 你 的 手机 用 一 下 . 
2. 设 p,qg 和 vr 为 命题 变 元 , 列 出 下 列 命题 公式 的 真 值 表 . 
(1) (7pA(pVg)) 一 q， 
(2) (TPpV 7g) >(po 7 9g). 
(3) (pVg) 一 7 
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(4) (p>(g Ar))A(Tp—(7g A 7 7)). 

3. 设 p,g,r 和 s 为 命题 变 元 ,判断 下 列 命 题 公 式 的 类 型 . 

(I) Cotom jr((p Mor), 

(2) ((p—>r)V 7) 一 (一 (9 一 力 ) 人 0)， 

(3) ((pVg) > ol(r—>(p Ag)). 

(4) p>(-7pA\gArA;s). 

4. 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A,B 和 C ,下 列 命题 公式 均 永 真 . 
(1) A 一 (也 一 人 ). 

(27 A>(D- -ADAC)). 

(3) (”A 一 ”了 B) 一 (B 一 人 ). 

5. 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A 和 已 ,有 (A>B)<>(A 一 B) 人 (了 B 一 A) 永 真 . 
6. 对 于 任意 命题 公式 A、B 和 C ,证 明 下 列 命题 公式 永 真 . 

(1) ”A 一 (4A 一 也 ). 

(2) (AVB) A(A 一 C) 人 (B 一 C) 一 (CC 

(3) (A 一 B) A 人 (4A 一 ”了 B) 一 人 人. 

(4) A—(-A—B). 


3.4 地 得 等 值 的 命题 公式 


将 一 个 命题 ,如 “四边形 的 对 边 平 行 2 转换 成 与 之 逻辑 等 价 的 命题 “四 边 形 的 对 边 相 
等 ”" ,所谓 逻 辑 等 价 是 指 由 "四 边 形 的 对 边 平 行 ? 可 得 出 "四 边 形 的 对 边 相 等 ”, 且 由 “四边形 的 
对 边 相 等 ?可 得 出 "四边形 的 对 边 平 行 ”显然 ,这 两 个 命题 的 真人 是 相同 的 ,这 时 称 这 两 个 命 
题 是 逻辑 等 值 的 . 

下 面 讨论 两 个 命题 公式 逻辑 等 值 . 


3.4.1 逻辑 等 值 的 定义 


【定义 3-3】 给 定 两 个 命题 公式 A 和 B, 厂 在 任何 页 值 指 派 下 A 和 B 的 真 值 都 相同 , 则 
称 命 题 公 式 A 和 B 有 逻辑 等 值 (logically equal) 或 逻辑 等 价 (logically equivalent) , 简称 为 等 
值 或 相等 , 记 为 A=B. 

首先 注意 到 ,结合 上 面 的 例子 容易 知道 A 二 B 意味 者 A 和 B 是 逻辑 等 价 (logically 
equivalent) 的 , 它 表 示 的 是 两 个 公式 之 间 的 一 种 关系 ,也 可 记 为 A 全 日 ,它们 仅 是 考虑 问题 
的 角度 不 同 而 已 . 

尽管 在 逻辑 演算 系统 中 ,等 号 "二 ”有 其 特殊 的 用 途 , 但 在 后 继 诬 程 中 通常 都 是 从 取 人 逻辑 
值 的 角度 讨论 两 个 逻辑 果 数 或 逻辑 表达 式 A 和 B 是 否 相 等 ,用 A 二 B 的 时 候 更 多 . 本 书 大 
多 数 时 候 用 A 二 B, 有 时 候 也 用 A 仿 B. 

习惯 上 所 说 的 (两 个 命题 ) 等 价 实际 上 是 指 它 们 逻辑 等 价 , 请 不 要 与 等 价 联结 词 *” 泥 
消 了 , 后 者 仅 是 一 个 运算 符号 ,运算 的 结果 可 真 可 假 , 而 两 个 命题 公式 等 价 是 指 逻辑 等 价 . 
因为 有 下 面 的 定理 3-2, 所 以 逻辑 等 价 又 称 为 重 言 等 价 , 重 言 等 价 中 的 联结 词 是 “>”. 

注意 “一 ?或 “ 兮 ” 是 关系 符号 ,A 王 已 是 等 值 式 ;“ 呈 ”是 运算 符号 ,AB 是 命题 公式 . 
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【定理 3-2】 设 A 和 B 是 命题 公式 , 则 A==B 的 充 要 条 件 是 A =B 为 永 真 式 . 

证 ( 祈 ) 由 A=B 可知,A 和 B 的 丰 值 是 相同 的 ,所 以 A 中 B 为 永 真 式 . 

( 夺 ) 硅 AB 为 永 真 式 , 则 A 和 B 的 真 值 相同 ,因此 A=B. 

下 面 的 例子 说 明 如 何 利用 真 值 表 证 明 两 个 命题 公式 等 值 . 

【 例 3-11】 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A 和 B, 有 A 一 B= 二 -了 AVB. 

证 ” 先 证 明 , 对 于 命题 变 元 p 和 gq, 有 pq 二 了 pVg. 

为 便于 比较 ,将 命题 公式 pg 和 一 pVg 的 真 值 表 列 在 同一 张 表 中 ,如 表 3-9 所 示 . 
表 3-9 
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由 表 3-9 知 ,命题 公式 pq 和 一 pVg 的 真 值 在 任何 情况 下 都 是 相同 的 ,根据 命题 公式 
等 值 的 定义 有 pg 二 了 pV g. 

由 于 pp 一 g 二 了 pVg, 根 据 定理 3-2 知 (p 一 gq)( 了 pVg) 永 真 ,由 永 真 式 代 入 定理 ( 定 
理 3-1) 知 ,对 于 任意 的 命题 公式 A 和 B,(A 一 B)( 一 AVB) 永 真 (参照 例 3-9), 于 是 A 一 
B= “+AYVH 

从 例子 的 最 后 说 明 可 知 有 下 述 定 理 : 

【定理 3-3】 右 Ai(pi,p2 pi) 二 As(pi,ps，… ,ps), 在 Al! 和 A 中 分 别 用 命题 公式 
Bi ,B,,…,B, 去 代 换 pi ,ps，…,p, 所 得 到 的 两 个 命题 公式 等 值 . 

命题 公式 之 间 的 等 值 是 命题 公式 间 的 一 种 关系 ,很 显然 有 下 面 的 定理 . 

【定理 3-4】 命题 公式 间 的 等 值 关 系 是 等 价 关 系 : 对 任意 命题 公式 A,B,C 有 : 

(1) A 二 A( 自 反 性 ); 

(2) 奉 A==B, 则 B==A( 对 称 性 ); 

(3) 若 A==B 且 B=C, 则 A==C( 传 递 性 ). 


3.4.2 基本 等 值 式 


1. 与 了 ，A,V 有 关 的 等 值 式 
【定理 3-5】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 , 则 命题 的 V ,人 ,一 运算 有 下 列 重要 性 质 . 
(1) 一 一 A 二 A( 对 合 律 ). 
(2) AVA=A4A,AAA=A ( 究 等 律 或 称 为 重 琶 律 ). 
(3) AVB=BVA ,A 人 B=BA 人 A (交换 律 ). 
(4) (AVB)VC=AV(BVO), (A AB)AC=AA(BAC) (结合 律 ). 
(5) AV (AAB)==A,A 和 人 (AVB)==A( 吸 收 律 ). 
(6) AV(BAOC)=(AVB)A(AVO),A A(BVCO)=(A AB)V (AAOC)( 分 配 律 ). 
(7) AV -A=1,A 入 一 A=0 (互补 律 : A 有 补 元 A). 
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(8) -7(AVB)=-7AA-B, "(AAB)=-"AV-B(De Morgan 律 ). 

(9) AV0=0VA=A4A,AA1L=1AA=A(CV,A 有 单位 元 或 称 为 同一 律 ). 

(10) AV1=1VA=1,AA0o=0AA=0(CV ,人 有 零 元 或 称 为 0-1 律 ). 

上 面 关 于 命题 的 V ,人 ,运算 性 质 与 集合 的 U ,和 站， 运算 性 质 是 完全 类 似 的 ,这 也 是 
将 命题 逻辑 等 有 关内 容 安排 在 第 1、2 章 之 后 的 原因 之 一 .实际 上 ,这 种 现象 不 是 偶然 的 , 它 
们 之 间 有 密切 的 联系 ,参见 第 5 章 

上 面 的 每 一 条 性 质 都 可 以 依 助 于 真 值 表 技术 加 以 证 明 . 下面 仅 举 一 例 加 以 说 明 . 

【 例 3-12】 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A 和 忆 , 有 AV(AAB)=A 成 立 . 

证 ”根据 定理 3-3， 只 需 证 明 ,对 于 命题 变 元 p 和 9g, 吸收 律 pV (p Ag) 二 pp 成 立即 可 . 

列 出 命题 公式 pV (pg) 和 pp 的 真 伸 表 ,如 表 3-10 所 示 . 


表 3-10 
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由 表 3-10 知 ,pV (pAgq) 和 zp 的 真 值 在 任何 真 值 指派 下 都 相同 ,所 以 pV (p Ada) 一 /. 
2. 其 他 重要 的 等 值 式 

【定理 3-6】 设 A,B 是 任意 的 命题 公式 , 则 

(1) ABDBB= (A=B)=(AA- BCAAB) 

(2) A—B= -AVB. 

(3) A=B=(A—B) A(B—A). 

(4) A B=- (AAB). 

(5) Ay B=-(AVB). 

(6) A—>B= - (A—B). 

证 只 证 (3), 其 余 留 作 练 习 . 需要 证 明 : 对 于 命题 变 元 p 和 g, 有 pg 二 (p 阅 gq) 人 

(g 一 p). 列 出 pcg 和 (p 一 g) 人 (一 站) 的 真 值 表 , 如 表 3-11 所 示 . 


p 有 pg 9 一 力 (pYq) 人 《9 一 户 ) 
:| 0 
?oO 0 
| | 


由 表 3-11 可 知 ,命题 公式 p>g 和 (pp 一 gq) 人 (gp) 在 任意 指派 下 的 取 值 都 相同 ,从 而 
由 等 值 的 定义 知 pg= 二 (p 一 gq) 人 (g 一 p), 进 而 A2B=(A 一 B) 人 (B 一 A). 
关于 逻辑 联结 词 由 ,一 ,一 ,个 ,y ,一 ,还 有 很 多 其 他 性 质 , 例 如 由, 一 ,个 ,y 满足 交换 
律 等 ,请 大 家 根据 运算 具有 的 性 质 (1. 3 节 ) 自 己 进 行 总 结 ,这 是 一 件 很 值得 去 做 的 事情 ,部 
分 性 质 见 习题 . 
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pV(pAg) 


3.4.3 等 值 演算 法 


基本 等 值 式 有 很 多 用 途 ,如 化 简 命 题 公 式 、 判 断 命题 公式 的 类 型 .证明 等 值 式 .计算 命题 
公式 的 范式 .命题 逻 辑 中 的 推理 等 ,要 求 大 家 要 束 记 ,特别 是 定理 3-6 中 的 等 值 式 . 

在 使 用 等 值 式 时 ,下 列 的 等 值 置换 定理 (Rule of Replacement,RR) 是 至 关 重 要 的 , 它 的 
证 明 是 显然 的 . 

【定理 3-7】( 等 值 置 换 定理 ) 设 C 是 命题 公式 A 的 子 公 式 且 C=D, 则 将 A 中 的 C 部 
分 或 全 部 替换 成 卫 所 得 到 的 命题 公式 与 A 等 值 . 

利用 基本 等 值 式 以 及 等 值 置换 定理 求解 问题 的 方法 称 为 等 值 演算 法 . 

【 例 3-13〗】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,化 简 下 列 命 题 公 式 并 将 最 后 结果 用 只 含 
”和 V 表示 . 

(1) (A—(BV nmC)) 人 AnmAAB. 

(2) -AA-DBA(-C—A). 

解 (1) (4A 一 (BVnmC)AnAAB= (7AV(BV nmC))AnAAB 


VV AAD 


(2) -AA-.BA(-C—>A)= -AA-.BA(- -CVA) 
~ (~AA-B) ACVA SE (LAANABAOV(HAA-BAA) 
-ANTBACOVO="AA BAC="0AVBY 0), 
说 明 命题 公式 的 化 简 是 指 将 其 化 为 一 个 与 其 等 值 的 满足 条 件 的 含 “ 联 结 词 最 少 ” 的 命 
题 公式 . 
利用 等 值 演 算法 ,判断 一 个 命题 公式 的 类 型 是 比较 方便 的 . 
【 例 3-14】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,判断 下 列 命 题 公式 的 类 型 . 
(1) (A—(B—C0))=((A AB)—COC). 
(2) A—(-AABAC). 
解 (1) 因为 A 一 (B 一 C)=A 一 (了 BVC)= 了 "AV(7-BVC)=("AV -~B)VC= 
-7(AAB)VC=(A 和 AB) 一 C, 所 以 (A 一 (B 一 0))((A 入 B) 一 0C) 是 永 真 式 . 
(2) 因为 A 一 (了 -了 AABAOC)=-AV(-AABAC=-AV(-"AA(BAC))=- A, 
而 一 A 是 中 性 式 , 因 此 A 一 (了 -A 和 BAC) 是 中 性 式 . 
两 个 命题 公式 等 值 , 可 以 根据 定义 ,利用 真 值 表 进行 证 明 . 下 面 是 证 明 两 个 命题 公式 等 
值 的 等 值 演算 法 . 
【 例 3-1S】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 等 值 式 . 
(1) -(A®B)=(AVB)A(-AV-—B). 
(2) A—(BVC)=(A A -~B)—C. 
证 (1) -(A=B)=-((A—>B)A(B—A))= (CnAVB)ACnBVA)) 
= (7AVB)V-#(-7BVA)=(AA-#B)V(BA-A) 
=((AA-B)VB)A((AA-7B)V -A) 
=(AVB)A(-BVB)A(AV -A)A(-BV-A) 
=(AVB)A(-AV-—B). 
。 03 。 


(2) A 一 (BYVC) 王 ”4AVCBYVC) 王 (人 (”AVEB) VC 
一 (AAA 人”B) VC=(AA 人 ”DB) 一 (人 


3.4.4 对 偶 原 理 


在 定理 3-5 中 , 除 性 质 (1) 外 ,其 他 性 质 都 是 成 对 出 现 的 ,两 者 间 有 一 定 的 联系 . 先 给 出 
命题 公式 的 对 偶 式 的 定义 . 

【定义 3-4】 设 命题 公式 A 中 至 多 含 3 个 逻辑 联结 词 一 , 八 ,V ,将 A 中 的 作 换 成 V; 
A 中 的 V 换 成 人 ;A 中 的 1 换 成 0;A 中 的 0 换 成 1, 所 得 到 的 命题 公式 称 为 是 A 的 对 偶 式 
(dual formula) ， 记 为 A”. 

【 例 3-16】 设 p,g 和 > 是 命题 变 元 ,分 别 求 下 列 命题 公式 的 对 偶 式 . 

Cl "tp No Rl 

(2) pV (Ca Ar). 

解 (1) -=(p A 人 g) 信 1 的 对 偶 式 为 ~(pVg)V0. 

(2) pV (gq 人 7) 的 对 偶 式 为 p 人 (gq Vr7). 

注意 一 般 来 说 ,A 了 闫 A *. 

根据 De Morgan 律 可 以 证 明 下 面 的 对 偶 定 理 . 

【定理 3-8】( 对 偶 原 理 ) 设 A 和 B 是 命题 公式 ,车 A 二 B, 则 A* = 二 B*. 

有 了 对 偶 原 理 后 ,定理 3-5 中 除 性 质 (1) 外 的 等 值 式 , 只 需要 记 住 其 中 一 个 就 可 以 了 . 例 
如 ,因为 -~(pVg) 二 了 pA 人 7q, 由 对 偶 原 理 可 得 了-(pAMg) 二 了 pV 一 9. 

同时 ,有 了 对 偶 原 理 , 我 们 可 以 求 出 任意 命题 公式 的 对 侦 式 .例如 ,因为 p 一 gq 二 了 pVg， 
所 以 p 一 g 的 对 侦 式 等 于 一 pVg 的 对 偶 式 ,于 是 p 一 d 的 对 偶 式 为 ~p 人 \g. 


站 题 3.4 


1. 证 明 : 命题 公式 间 的 等 值 关 系 是 等 价 关 系 . 
2. 证 明定 理 3-5 中 的 分 配 律 (6) 和 De Morgan 律 (8). 
3. 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,判断 下 列 命题 是 否 成 立 ,阐述 理由 . 
(ANC=BACNNA=B. 
(2) 若 AVC=BVC, 则 A=B. 
(3) 车-A== -了 B, 则 A=B. 
4. 设 A,B 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 各 式 . 
(1) ADBB= -5(A=B)=(AA-#B)V(-AAB). 
(2) A—B= -AVB. 
(3) A^$B=- (AAB). 
(4) Ay B=- (AVB). 
5. 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 各 式 . 
(1) ADBB=BODA. 
(2) (ABDB) BC=ADB(BDOC). 
(3) A 一 B 一 ”了 一 ”人 A. 
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(4) (Ac>B) 一 A 一 一 也. 

6. 设 A 和 忆 是 命题 公式 ,关于 逻辑 联结 词 人 有 下 述 结 论 ,证 明 下 列 各 式 . 

(1) -A=A+A. 

(2) AAB=(Af 人 B) 人 个 (CA 人 也) 

(3) AVB=(Af 人 人 A) 个 (Bf 个 也). 

7. 设 A 和 忆 是 命题 公式 ,关于 逻辑 联结 词 y 有 下 述 结论 ,证 明 下 列 各 式 . 

(1) -A=AyA. 

(2) AAB=(AyA)yCBYEB). 

(3) AVB=(AvyB)vy (AvB). 

8. 设 A, B 和 C 是 命题 公式 ,将 等 价 联结 词 全 记 为 所 ,证 明 下 列 各 式 . 

(1) AOB=BOA. 

(2) (AOB)OC=AGOCBGOC). 

(3) A©B= - (APDB). 

(4) A©B=(A AB)V(-A A-B). 

9. 设 A,B,C,D 是 任意 的 命题 公式 ,化 简 下 列 命题 公式 并 将 最 后 结果 仪 用 vy 表示 . 

(1 ) (AABACV(AA-#BAC). 

(2) (A AB)V(-AAB)V(AA-—B). 

(3) -7((A AB)V AAC)). 

(4) (A AB)V(-AAB)V(BACAD). 

10. 设 A,B,C,D 是 任意 的 命题 公式 ,判断 下 列 命 题 公 式 的 类 型 . 

(1) ((A 一 C)V -0)—>(-(B—A) AA). 

(2) (A 一 C) 一 ((B 一 D) 一 ((AVB) 一 C) ). 

11. 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,证明 下 列 等 值 式 . 

(1) -(A—B)=AA-B. 

(2) A—(B—A)= -A—(A—-—B). 

(3) (A—C) A(B—C)=(AVB)—C. 

(4) A 一 (了 B 一 C) 一 (4AA 人 B) 一 C. 

12. 设 p 和 9g 是 命题 变 元 , 试 求 出 pCbg 的 对 偶 式 , 它 与 bp@u 的 关系 如 何 ? 

13. 有 一 个 国家 只 有 两 种 人 : 一 种 人 总 说 真 话 ,一 种 人 总 说 假 话 . 一 个 逻辑 学 家 来 到 该 
国 ,在 一 个 三 岔路 口 处 ,不 知道 哪 一 条 路 是 去 首都 方向 的 . 这 时 碰巧 来 了 一 个 人 ,逻辑 学 家 只 
问 了 他 一 个 问题 ,就 知道 去 首都 的 路 了 . 请 问 他 问 的 是 什么 问题 ? 为 什么 ? 


3.5 命题 公式 的 汇 式 


给 定 一 个 命题 公式 ,根据 其 真 值 表 显然 可 以 方便 地 得 出 其 在 每 种 指派 下 的 真 值 ,从 理论 
上 讲 , 这 是 一 个 能 行 可 判定 问题 .但 随 厦 所 给 公式 中 命题 变 元 个 数 的 增加 ,在 实际 计算 中 就 
变 成 不 可 行 的 了 ,例如 含 100 个 命题 变 元 的 命题 公式 其 真 值 指派 就 有 2 种 . 

由 第 3. 4 节 知 ,等 值 天 系 是 等 价 关 系 ,需要 考虑 其 等 价 类 及 其 代表 元 . 一 个 命题 公式 有 
各 种 形式 的 与 其 等 值 的 命题 公式 ,在 它们 中 间 和 欲 找到 一 种 标准 形式 或 规范 形式 ,也 就 是 命题 
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公式 的 范式 ,使 其 不 用 写 出 真 值 表 就 能 确定 在 何 真 值 指派 下 取 真 以 及 在 何 真 值 指 派 下 取 假 . 
3.5.1 命题 公式 的 析 取 沱 式 及 合 取 泥 式 


1. 析 取 范式 及 合 取 范式 的 定义 

【定义 3-5】 设 A 是 命题 公式 , 肴 A 二 AiV As V…V A,(n 三 1) ,其 中 A; (1 过 i 过 nn) 是 由 
命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 ， 则 称 A; V A, V … V A, 为 命题 公式 A 的 析 取 范式 
(disjunctive normal form). 

关于 析 取 范式 的 定义 , 需 注 意 如 下 两 点 . 

(1) A;(1 志 i 过 nn) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 . 例如, A; (1 三 i 三 n) 可 以 是 
TPpPA7TgAr,pA"qg,mqgAr 等 ,也 可 以 是 单个 的 命题 变 元 或 其 否定 ,如 g, mr 等 .但 最 好 
满足 : 

@ 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 及 其 否定 不 同时 出 现 , 否 则 Ai=0, 在 A 的 析 取 范式 中 可 以 
消去 该 合 取 式 ; 

@@ 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 或 其 否定 按 字典 顺序 出 现 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 ; 

(3) 相同 的 析 取 式 不 重复 出 现 ,因为 V 运 算 具 有 脆 等 性 ,如 (PP 人 mdq)V(pnAn”9dq) 三 
(pA 7 9g). 

(2) A 的 析 取 范式 Al1V AsV…VA, 中 ,n 可 以 为 1. 也 就 是 说 ,单个 由 命题 变 元 或 其 
否定 组 成 的 析 取 式 看 成 一 个 整体 是 命题 公式 A 的 析 取 范式 ,例如 若 A 二 了 pp 人 一 gq 八 r, 则 
(了 pA 了 gqgAr) 是 A 的 析 取 范式 . 

类 似 地 可 以 给 出 命题 公式 的 合 取 范式 的 定义 . 

【定义 3-6】 设 A 是 命题 公式 , 若 A=A, 人 A, 人 … 人 A4, (三 1) ,其 中 A;(1 志 i 过 nn) 是 由 
命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 ， 则 称 AAA, 入 … 人 A, 为 命题 公式 A 的 合 取 范式 


(conjunctive normal form ) . 


同样 ,关于 合 取 范式 的 定义 ,也 需 注 意 两 点 . 
注意 


(1) A;(1 志 i 过 nn) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 . 例如, A; (1 三 i 三 n) 可 以 是 
TPV7TgVr,pV mq,，m"qVr 等 ,也 可 以 是 单个 的 命题 变 元 或 其 否定 ,如 g,， mr 等 .但 最 好 
满足 ， 

Qa 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 及 其 否定 不 同时 出 现 , 否 则 A; 二 1, 在 A 的 合 取 范式 中 可 以 
消去 该 析 取 式 ; 

@ 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 或 其 否定 按 字典 顺序 出 现 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 ; 

(3) 相同 的 析 取 式 不 重复 出 现 , 因 为 人 运算 具有 其 等 性 ,如 (pV "Tg) 人 (pV79g)== 
(pV 7 9). 

(2) A 的 合 取 范式 Al 八 As, 八 … 人 A 中 ,n 可 以 为 1. 也 就 是 说 ,单个 由 命题 变 元 或 其 
否定 组 成 的 析 取 式 看 成 一 个 整体 是 命题 公式 A 的 合 取 范式 ,例如 若 A 二 了 pV gqgVr, 则 
(了 TPV TgVr) 有 是 A 的 合 取 范式 . 

由 定义 可 知 , 硅 A 二 了 pV TgVr,; 则 -pV TgqgVr 二 (TpV TqVr) 是 A 的 合 取 范式 ， 
7pV 了 -了 gqgVr 二 (一 p)V (了 Tg)V (7) 也 是 A 的 析 取 范式 . 
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2. 析 取 范式 及 合 取 范式 的 计算 
计算 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 的 主要 步骤 如 下 . 
(1) 使 用 等 值 式 ,将 命题 公式 中 的 联结 词 归 约 为 ，A,V . 
(2) 利用 De Morgan 律 将 一 移 到 命题 变 元 的 前 面 . 
(3) 根据 分 配 律 得 到 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范 式 . 
AA(BVC)= (AAB)V (AA 0O)( 求 析 取 范式 用 ) 
AV(BAC)==(AVB)A (A V 0)( 求 合 取 范式 用 ) 
【 例 3-17】 设 p,g 和 7 是 命题 变 元 , 求 命 题 公 式 A=(1 一 q)<>7r 的 析 取 范式 及 合 取 
范式 . 
解 ” 求 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 的 步骤 1 和 步骤 2 是 相同 的 . 
A=(p> qor= (TPpYV Dor 
=((TpVg)>r)A(r—> (7 pVg)) 
二 (了 (TpVg)Vr)A(-rV ("pVg)) (步骤 1 结束) 
二 ((pA7Tg)Vr)A(7TpPVgqV7ir) (步骤 2 完成 ) 
(1) 析 取 范式 . 
A=((PADT9q) VA (Tp Vg VD 了 r) 
一 (CPPADT9q ACIDVGIGVDrD)VGrACDDVGYV 了 7)) 
一 (人 (An”aq) Anp) VDAnq AGO VCCGBAn 9 A7Tr) 
V CrAnp)VCGrAd) VCrAnr) 
一 (人 (AngAnr) V (CnpA7r) V (AT7) 
(2) 合 取 范式 . 
A=((p A7g) Vr A(TpVgVT7) 
(pV A(TgqgVr A(mpVg V7) 
从 计算 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范 式 的 步骤 知道 ,任意 命题 公式 都 存在 析 取 范式 及 
合 取 范式 . 
3. 析 取 范式 及 合 取 范 式 的 应 用 
根据 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 可 分 别 得 出 该 命题 公式 取 真 \ 假 的 指派 ,例如 在 
例 3-17 中 ,已 求 得 A 的 析 取 范式 为 A 二 (p 人 了 -了 gqgA 人 -VC7TpAPDVlgAr), 蔡 A 取 1, 则 
(PATgA 人 -7r),(7TpAr),(g A7) 至 少 一 个 为 1, 而 它们 都 是 合 取 式 , 由 p 人 "gq 人 "r==1， 
则 (p,qs7) 二 (1,0,0), 由 一 pp Ar 二 1, 则 p= 二 0,r= 二 1 进而 (p,qg,7)= 二 (0,1,1),(0,0,1), 由 
g Ar 二 1, 则 g==1,r= 二 1, 进而 (p,q,7)= 二 (1,1,1),(0,1,1), 于 是 ,使 A 取 1 的 指派 有 
(Pao) = C0 0 80311) 00 .0 .C1 11) 
同样 ,由 A 的 合 取 范式 为 A 二 (pVr) 和 人 (TgVr)A(-pVgV 一 r) 可 得 出 使 A 取 0 的 
指派 有 
(p,qs7) = (1,0,1),(1,1,0),(0,1,0),(0,0,0) 
【 例 3-18〗】 从 p,q,r,s 4 个 人 中 选派 2 人 出 差 , 求 满足 下 列 3 个 条 件 的 选派 方法 有 哪 
几 种 . 
(1) 硅 P 去 , 则 rr 和 s 中 只 去 1 人; 
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(2) g 和 不 能 都 去 ; 

(3) 厂 r 去 则 ;不 能 去 . 

解 p: pp 去 出 差 ,gq: gq 去 出 差 ,r: r 去 出 差 ,s: s 去 出 差 , 则 p 一 (rs), (9qA 人 Ar)， 
rr 习 一 ys 同时 成 立 . 


今 


A=(p>(rODs)) 人 mAr) 和 人 (一 一 y) 
因为 > 中 := 人 (rrAnmsVCnrASs) ,所 以 A 的 析 取 范式 为 
A=((TpV(rA7Ts)V (CnrAS))ACn9Vnr) ANACnr VsS) 
=((TpA (Tq Vir)))V ((rA7Ts)A (Tg Vmnr)) 
VCCn7rAS)A 人 (CnVn7))) A (Tr VS) 
=((TpA7Tgq)V (npAnr VCGrAnsSAn9q) VCGrAnSA 人 An 7) 
V (nrAsAn9q VCnrASAnr)A(Cnr VS) 
=(((TpA7Tg)V (TpPpATr)V (rA7TsA7T 9g) 
V (TrAsA7Tg)V (CnrAS)) Ar) 
V (Cn DAndq) VCnpAnr VCGrAnsA 人 ”9) 
V(rAsA7Tgq)V (TrA s)) 人 一 >) 
=(TpATgA7Tr)V (CnpAnr VCnqAnrAS) V (TirA ss) 
V《〈 力 人 ”IAAn”SJ VY( 力 人 ”7r An”sS) VC” 9GA 人 7 人 3) 
as (TPpPATr)V (TrAs)V (TpA7TgA7Ts) 
V (TpA7TrA7Ts)V (TqgArA7™s) 
在 上 述 析 取 范 式 中 ,第 1 个 合 取 式 -p 人 一 rr 为 1 表示 p,r 都 不 去 ,所 以 gq,s 去 ;第 2 个 
合 取 式 ”~A 人 As 为 1 表示 7 不 去 ,s 要 去 ,于 是 有 两 种 可 能 : p,s 或 g,s 去 ;第 3 个 合 取 式 了 pp 信 
7g 八 一 ;5 为 1 表示 p,q,s 部 不 去 ,不 和 伯 合 题 意 ;同样 ,第 4 个 合 取 式 -p 人 了 rr 人 一 s 为 1 表 
示 Pp,r，,s 部 不 去 ,也 不 符合 题 意 ; 第 5 个 合 取 式 了 "gqgAr 八 一 s 为 1 表示 9g,s 不 去 ,r 去 ,于 是 
psr 去 。 
综 上 所 述 , 满 足 所 给 3 个 条 件 的 选派 方法 为 : (1)p,s 去 ; (2)g,s 去 ; (3)p,r 去. 


3.5.2 命题 公式 的 主 析 取 沁 式 及 主 合 取 沁 式 


一 般 来 说 ,一 个 命题 公式 的 析 取 纺 式 及 合 取 范式 不 是 唯一 的 . 例如 ,A 二 (pA 人 gq) 
V (p 和信 79) 二 pp 部 是 A 的 析 取 范式 . 这 种 不 唯一 给 有 些 问 题 的 讨论 市 来 不 便 . 下 面 根据 命 
题 公 式 中 的 所 有 命题 变 元 ,讨论 给 定 命题 公式 的 唯一 的 标准 形式 : 主 析 取 范 式 以 及 主 合 取 
范式 . 

给 定 命题 公式 A, 为 了 与 后 继 课 程 有 关内 容 紧 密 联系 ,从 A 中 命题 变 元 产生 的 极 小 项 
和 极 大 项 的 角度 来 讨论 A 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 ,在 逻辑 电路 中 也 会 讨论 其 相应 的 标 
准 形式 . 

1. 主 析 取 范式 

【定义 3-7】 对 于 给 定 的 命题 变 元 , 右 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 满足 (1) 每 个 
命题 变 元 或 其 否定 两 者 之 一 只 出 现 一 次 ; (2) 按 字典 顺序 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 , 称 这 
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样 的 合 取 式 为 由 所 给 命题 变 元 产生 的 极 小 项 Cminimal term). 
例如 ,两 个 命题 变 元 p 和 g 产生 的 极 小 项 有 
PAgqpMA Tq, "pMAg, 户 人 ”9 
由 3 个 命题 变 元 p,qg 和 vr 产生 的 极 小 项 有 
pAgqArpAMgqA TripATqgArpA7Tgq Amr, 
"pAaqAr,TpAgqATr, TpATqgAr,T pATgqATr 
对 于 每 一 个 极 小 项 只 有 一 种 指派 使 其 取 1, 例 如 极 小 项 p 人 了 -gqg A 了-r 只 有 指派 
(p,qg,7) 二 (1,0,0) 使 其 为 1. 
可 以 根据 这 个 结论 对 极 小 项 编码 . 极 小 项 用 m; 表示 ,其 下 标 i 是 由 成 真 指派 得 到 的 二 
进 制 数 或 对 应 的 十 进 制 数 , 对 于 极 小 项 p 人 gqg Ar: 成 真 指 派 得 到 的 二 进 制 数 为 110, 因 为 
(110),=6, 所 LM p Mg M7r=mi = me. 
实际 上 , 极 小 项 的 下 标 采 用 二 进 制 记 号 更 方便 . 
表 3-12 是 由 3 个 命题 变 元 p,qg 和 vr 产生 的 极 小 项 及 其 成 真 指派 和 极 小 项 的 符号 表示 . 


表 3-12 


【定义 3-8】 对 于 命题 公式 A, 奢 A 等 值 于 由 A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 厂 干 个 极 小 项 
的 析 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 析 取 范式 (major disjunctive form). 
首先 注意 到 , 右 命 题 公 式 A 二 A(pi,ps，…,p,),“ 右 十 个 ”最 大 为 2 ,最 小 为 0. 很 显然 ， 
所 有 极 小 项 的 析 取 为 永 真 式 1, 而 0 个 极 小 项 的 析 取 意味 着 A 为 永 假 式 0, 这 时 A 的 主 析 取 
范式 不 存在 . 除 这 两 种 极端 情形 外 ,A 均 为 中 性 式 . 
命题 公式 的 主 析 取 范 式 是 析 取 范式 ,而 一 般 来 说 , 析 取 范式 不 是 主 析 取 范 式 . 例如 ， 
例 3-17 中 的 A=(p 悦 q)r, 其 析 取 范式 为 
A=(pA7Tgq ATr)yV (TPAr)V (gh 7) 
它 就 不 是 A 的 主 析 取 范式 ,主要 原因 是 在 该 析 取 范式 中 , 合 取 式 了 pAr 以 及 gq Ar 不 是 由 A 
中 3 个 命题 p,q,r 产生 的 极 小 项 .但 是 可 以 在 析 取 范式 的 基础 上 ,对 于 合 取 式 了 pAr 以 及 
dg Ar, 通 过 补充 所 缺少 的 命题 变 元 将 其 转化 为 几 个 极 小 项 的 析 取 , 即 
qAr= (pV-7ip MaqAr= (pAaArV ("phahr) 
-pAr=7TpA(gVi iqg)Ar= (TpAgqAn DV (TpATqANr7) 
根据 这 个 分 析 , 可 以 得 到 求 A 的 主 析 取 范 式 的 第 一 种 方法 : 等 值 演算 法 . 
利用 等 值 演算 法 求 A 的 主 析 取 范 式 的 计算 步骤 为 : 
(1) 求 出 A 的 析 取 范式 ; 
(2) 利用 分 配 律 补 充 所 缺少 的 命题 变 元 . 
人 


【 例 3-19】 设 p,qg 和 > 是 命题 变 元 , 求 合 题 公 式 A=( 一 gg) 的 主 析 取 范 式 . 
解 由 例 3-17 知 ,A 的 析 取 范式 为 
A=(pATgA7Tr IV TpAr Vl(gAr) 
因为 
qgAr= (pV7p)ANMgAr= (pAgqArV (TpAgAr) 
-7pAr= 7pA(gV7g)Ar=(T7TpAgqgAr V7TpA7TgqgAr) 
所 以 A 的 主 析 取 范 式 为 
A=(pATgqgATr VTpAgqAnDV TpATqAr VpAgqArV (TpAgAr) 
=(pA7TgqgATr VV (TpAgqAr DV TpATqgAr VipAgAr) 
由 上 面 的 主 析 取 范 式 可 知 , 使 A 取 1 的 页 值 指派 为 
(pqsr) = (1,0,0),(0,1,1),(0,0,1),(1,1,1) 
实际 上 ,可 以 利用 A 的 真 值 表 求 A 的 主 析 取 范 式 . 
下 面 介绍 求 主 析 取 范式 的 第 二 种 方法 : 真 值 表 法 . 
利用 真 值 表 求 主 析 取 范式 的 3 个 步骤 如 下 . 
(1) 写 出 命题 公式 A 的 真 值 表 . 
(2) 对 于 使 A 取 1 的 指派 , 写 出 对 应 的 极 小 项 ,使 该 极 小 项 在 该 指派 下 也 为 1. 
例如 ,各 (2,q,r)= 王 (1,1,1) 使 A 取 1, 则 对 应 的 极 小 项 为 za 一 zz 一 户 人 qd Ar; 
硅 (p,g9,7) 二 (1,0,0) 使 A 取 1, 则 对 应 的 极 小 项 为 mw 二 m4 二 pp 人 77g A 人 mr; 
奉 (p,9,7) 二 (0,0,0) 使 A 取 1, 则 对 应 的 极 小 项 为 m0 二 m0 二 了 pA 人 Tq Ar. 
(3)( 可 以 证 明 )A 等 值 于 所 有 这 A 
【 例 3-20】 设 p,q 和 7 是 命题 变 元 , 求 命题 公式 A 二 (pVg) 王 7r 的 主 析 取 范 式 . 
解 ” 命 题 和 shitter een i 13 所 示 . 
使 A 二 (pVg) 一 r 取 1 的 指派 111,101,011,001,000 对 应 的 极 小 项 分 别 为 pg Ar， 
pA7TgAr,-7TpAgAr,-7TpA7TgAr,-7TpA7TgA-mr. 于 是 有 
A=(pAgqAr VpATqArV TpAgqAr V7TpA7TgAr) 
V (TpA7TgA7Tr) 


结合 上 面 的 例子 ,根据 等 值 式 的 定义 容易 得 出 : A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 小 项 的 
析 取 . 

2. 主 合 取 范 式 

主 合 取 范 式 的 讨论 与 主 析 取 范 式 是 完全 类 似 的 ,为 了 方便 目 学 ,还 是 进行 完整 的 讨论 . 
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【定义 3-9】 对 于 给 定 的 命题 变 元 , 右 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 满 足 : 
(1) 每 个 命题 变 元 或 其 否定 两 者 之 一 只 出 现 一 次 ; 
(2) 按 字 典 顺 序 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 , 称 这 样 的 析 取 式 为 由 所 给 命题 变 元 产生 
的 极 大 项 (maximal term). 
例如 ,两 个 命题 变 元 p 和 g 产生 的 极 大 项 有 
PVapV ndq, "pVa, "pV gq 
由 3 个 命题 变 元 p,q 和 7 产生 的 极 大 项 有 
pVaVripVaV rpV rqVripV gqgVir, 
mpVvVoyvr, npvaoynr npyvndyr npyvnaqyVnr 
对 于 每 一 个 极 大 项 只 有 一 种 指派 使 其 取 0, 例 如 极 大 项 如 VmoVvmnr 只 有 指 铂 
(p,g,r) 二 (0,1,1) 使 其 为 0. 
可 以 根据 这 个 结论 对 极 大 项 编码 . 极 大 项 用 M; 表示 ,其 下 标 i 是 由 成 假 指 派 得 到 的 二 
进 制 数 或 对 应 的 十 进 制 数 , 对 于 极 大 项 pV ”cy =r, 成 假 指派 得 到 的 二 进 制 数 为 011, 因 为 
(011),;=3, 所 以 pV mv nr 一 Mo 一 M:. 
同样 , 极 大 项 的 下 标 采用 二 进 制 记 号 更 方便 . 
表 3-14 是 由 3 个 命题 变 元 p,qg 和 rv 产生 的 极 大 项 及 其 成 假 指 派 和 极 大 项 的 符号 表示 . 


表 3-14 


表示 M; 表示 M; 
pV nav ET 0 A Mn 一 从 
显然 ,有 一 Mi; 二 =m;. 
【定义 3-10】 对 于 命题 公式 A , 奢 A 等 值 于 由 A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 硅 干 个 极 大 项 
的 合 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 合 取 范式 (major conjunctive form). 
首先 注意 到 , 右 命 题 公 式 A 二 A(pi,ps,…,p,),“ 厂 干 个 ”最 大 数 为 2 ,最 小 数 为 0. 很 显 
然 , 所 有 极 大 项 的 合 取 为 永 假 式 0, 而 0 个 极 大 项 的 合 取 和 意味 看 A 为 永 真 式 1, 这 时 A 的 主 
合 取 范式 不 存在 . 除 这 两 种 极端 情形 外 ,A 均 为 中 性 公式 . 
命题 公式 的 主 合 取 范式 是 合 取 范式 ,而 一 般 来 说 , 合 取 范式 不 是 主 合 取 范式 . 例如 ， 
例 3-17 中 的 A 二 (p 习 qg)r, 其 合 取 范式 为 
A=(pVr A(TgqgVr A(TpVgVir) 
它 就 不 是 A 的 主 合 取 范式 ,主要 原因 是 在 该 合 取 范式 中 , 析 取 式 pVr 以 及 了 gqgVr 不 是 由 
A 中 3 个 命题 pb,gr 产 生 的 极 大 项 .但 是 可 以 在 合 取 范 式 的 基础 上 ,对 于 析 取 式 PPV7 以 及 
TgVr, 通 过 补充 所 缺少 的 命题 变 元 将 其 转化 为 几 个 最 大 项 的 合 取 . 
pVr=pV (gMA7Tg Vr= (pVgVr A(pV7igVr) 
一 Ve Vr) 
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根据 这 个 分 析 , 得 到 求 A 的 主 合 取 范 式 的 第 一 种 方法 : 等 值 演算 法 . 

利用 等 值 演 算法 求 A 的 主 合 取 范 式 的 计算 步骤 为 : 

(1) 求 出 A 的 合 取 范 式 ; 

(2) 利用 分 配 律 补充 所 缺少 的 命题 变 元 . 

【 例 3-21】 设 p,g 和 7 是 命题 变 元 , 求 命题 公式 A= (一 gg)< 的 主 合 取 范 式 . 

解 ” 由 例 3-17 知 ,A 的 合 取 范 式 为 

A= (pV A(TgqgVr) A(TpVgV nr) 
因为 
pVr= pV(gA7Tg) Vr=s (pVaqaVr A(pV7igVr) 
"aqVr= (pATpP) VaqVr= (pV "aqVnA(Np Va Vr) 
所 以 A 的 主 合 取 范式 为 
A=(pVgqgVr A(pVigVr A(pVigVr) 
A(TpVigVr A(TpVgVir) 
=(pVgqgVr A(pV igqgVr A(TpV TigqgVr A(TpVgV 7) 
由 上 面 的 主 合 取 范式 可 知 , 使 A 取 0 的 真 值 指 派 为 
(pgsr) = (0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,0,1) 

实际 上 ,可 以 利用 A 的 真 值 表 求 A 的 主 合 取 范 式 . 

下 面 介 绍 求 A 的 主 合 取 范式 的 第 2 种 方法 : 真 值 表 法 . 

利用 真 值 表 法 求 A 的 主 合 取 范 式 的 3 个 计算 步骤 为 : 

(1) 写 出 命题 公式 A 的 真 值 表 . 

(2) 对 于 使 A 取 0 的 指派 , 写 出 对 应 的 极 大 项 ,使 该 极 大 项 在 该 指派 下 也 为 0. 

例如 , 硅 (p,q9,7) 二 (1,1,1) 使 A 取 0, 则 对 应 的 极 大 项 为 Min 二 M1 二 了 pV7nqV7nr; 

若 (p,q,7) 二 (1,0,0) 使 A 取 0, 则 对 应 的 极 大 项 为 Mim 二 MM 二 了 pVaVr; 

硅 (p,q,7) 二 (0,0,0) 使 A 取 0, 则 对 应 的 极 大 项 为 Mow 二 Mo 二 pVgqVr. 

(3)〈 可 以 证 明 )A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 大 项 的 合 取 . 

【 例 3-22】 设 p,q 和 vr 是 命题 变 元 , 求 命 题 公 式 A 二 (pVg) 王 r 的 主 合 取 范 式 . 

解 ” 命 题 公 式 A 二 (pV gq) 一 ”的 真 值 表 见 表 3-16. 

使 A 二 (pVg) 一 r 取 0 的 指派 110,100,010 对 应 的 极 大 项 分 别 为 ~pV- 了 -gqgVr， 
7pVgVr,pV"gqVr. 于 是 有 

A=(TpVigqgV A(TpVaqVr A (pVigqgVr7) 

结合 上 面 的 例子 ,根据 等 值 式 的 定义 可 以 证 明 : A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 大 项 的 
合 取 . 

由 上 面 的 讨论 有 以 下 定理 . 

【定理 3-9】 任意 非 永 假 ( 非 永 真 ) 命 题 公 式 部 存在 唯一 的 主 析 取 范 式 ( 主 合 取 范 式 ). 

显然 ,命题 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 是 等 值 的 . 主 析 取 范 式 中 所 含 的 极 小 项 个 数 
加 上 主 合 取 范式 中 所 含 的 极 大 项 个 数 等 于 该 命题 公式 的 真 值 指派 数目 .进一步 ,可 以 从 主 析 
取 范 式 求 出 主 合 取 范 式 , 反 过 来 亦 然 . 

利用 命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范式 判定 其 类 型 . 由 例 3-19 或 例 3-21 知 , 命 题 公 
式 A=(b 一 qg)* 是 中 性 公式 . 再 看 一 个 简单 的 例子 . 
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【 例 3-23】〗 设 2 和 9 是 命题 变 元 ,利用 主犯 式 判 断 命题 公式 人 (一 ”dg) 的 类 型 . 
解 pA 人 (p79 二 pA(TpVig) 二 (pA7TP)V(pPA7T9) 二 pA 和 人 Tg, 显然 所 给 命题 
公式 的 主 析 取 范式 中 仅 仿 一 个 极 小 项 ,所 以 它 是 中 性 公式 . 
利用 命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 可 以 判断 两 个 命题 公式 是 否 等 值 . 
【 例 3-24】 利用 主 范 式 判 断 下 述 两 个 命题 公式 是 否 等 值 . 
(1) p>(g—r). 
(2) (pVg)—>r. 
解 (1) p>(g>r)=p>(7TgVr)= TpVngVr. 
(2) (pVg)>r=7(pVg)Vr=(7TpATgq)Vr=(TpVr)A(TqgVr) 
=(TpV(gA7Tq)Vr)A((pATp)VTigqVr) 
一 (pvVovr)AGCnpVvVnoyvr)AGCpVnovr) A(TpVTigqVr) 
一 (pvVovr)AGCnpvnovr) A 人 (ppVnaV7r). 
命题 公式 p 习 (gqg 习 7r) 的 主 合 取 范式 中 , 仅 一 个 极 大 项 ;命题 公式 (pV gq) 一 r 的 主 合 取 范 
式 中 ,有 3 个 极 大 项 . 于 是 得 出 ,所 给 的 两 个 命题 公式 不 等 值 . 
下 面 的 例子 说 明 ,命题 公式 的 主 析 取 范 式 及 主 合 取 范 式 是 如 何 应 用 在 数字 逻辑 等 后 继 
诛 程 中 的 . 
【 例 3-25】 设 命题 公式 A 的 真 值 表 如 表 3-15 所 示 , 求 A. 


表 3-15 


解法 1 因为 A 等 值 于 所 有 使 A 取 1 的 指派 对 应 的 极 小 项 的 析 取 ,所 以 
A=(pAMgqgAr Vl(pATqgATr IV (TpATqA7Tr) 
解法 2 因为 A 等 值 于 所 有 使 A 取 0 的 指派 对 应 的 极 大 项 的 合 取 ,所 以 
A=(TpV "gq Vr A(TpVaV ir A (pVTq VTi7) 
A (pV7iqVr A(pVgqV7r7) 

在 上 例 中 ,解法 1 比 解法 2 好 ,因为 极 小 项 的 个 数 为 3 而 极 大 项 的 个 数 为 5, 所 以 在 电 
路 实现 时 对 A 进行 的 化 简要 容易 些 . 

一 般 原 则 是 , 奢 A 取 1 的 个 数 小 于 取 0 的 个 数 , 求 出 主 析 取 范式 ; 奢 A 取 0 的 个 数 小 于 
取 1 的 个 数 , 求 出 主 合 取 范 式 . 不 过 ,再 次 提醒 注意 ,同一 个 命题 公式 的 主 析 取 范式 与 其 主 合 
取 范 式 是 等 值 的 . 

从 例 3-25 可 知 , 只 要 给 出 了 一 个 命题 公式 A 的 真 值 表 ,就 可 以 将 该 命题 公式 A( 的 表 
达 式 ) 求 出 来 . 这 一 点 在 3.6 市 中 也 会 用 到 . 

男 外 ,根据 真 值 表 法 可 知 , 硅 得 出 了 命题 公式 A 的 主 析 取 范式 , 则 可 以 得 出 使 A 为 真 的 
所 有 指派 ,进而 得 出 使 A 为 假 的 所 有 指派 ,因此 可 以 得 出 命题 公式 A 的 主 合 取 范式 ; 反 过 来 
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站 题 3.5 


1. 求 下 列 命题 公式 的 析 取 范式 与 合 取 范 式 . 

(1) pA(p—™>9g). 

(2) -7(pAMgq)A(pV gag). 

(3) (Tp Ag)—r. 

(4) 〈 旋 一 9) 一 7-。 

2. 在 一 次 研讨 会 上 ,3 名 与 会 者 根据 王 教 授 的 口音 分 别 作 出 下 述 判断 . 

甲 说 :“ 王 教授 不 是 苏州 人 ,是 上 海 人 ”. 

乙 说 :“ 王 教授 不 是 上 海 人 ,是 办 州 人 ”. 

天 说 :“ 王 教授 不 是 杭州 人 ,也 不 是 上 海 人 ”. 

王 教 授 听 后 笑 道 :“ 你 们 3 人 中 有 一 个 人 全 说 对 了 ,有 一 个 人 全 说 错 了 ,有 一 个 人 对 错 
各 半 . ”请问 王 教授 是 哪里 人 ? 

3. 当 p,g,r,s 4 人 考试 成 绩 出 来 后 ,有 人 问 4 人 中 谁 的 成 绩 最 好 . p 说 “不 是 我 ,gq 说 
“是 5s”,r 说 “是 g”,s 说 “不 是 我 ”4 人 的 回答 只 有 一 个 人 符合 实际 , 问 哪 一 位 的 成 绩 最 好 . 右 
有 2 人 成 绩 并 列 最 好 ,应 是 哪 两 位 ? 

4. 已 知 p,g,r,s 这 4 个 人 中 有 且 仅 有 两 个 人 参加 围棋 比赛 ,但 必须 满足 下 列 4 个 条 件 : 

(1) p 和 g 仅 一 个 人 参加 

(2) 在 参加, 则 也 参加 ; 

(3) g 和 ; 至 多 参加 一 个 人 ; 

(4) 奉 ;不 参加 , 则 p 也 不 参加 . 
应 派 哪 两 个 人 去 参加 比赛 ? 

5. 分 别 用 等 值 演算 法 和 真 值 表 法 , 求 下 列 命题 公式 的 主 析 取 范 式 及 主 合 取 范 式 , 并 判 

(1) (TPpV Tq) >(p 7g). 

(2) (q 一 力 ) 人 (一 户 人 0). 

(3) (gV 一 户 ) 一 六 

人 二 

6. 利用 主 范式 判断 命题 公式 (p 一 go) V (g 一 r) 习 ((pVg) 一 r) 的 类 型 . 

7. 利用 主 范 式 判 断 下 列 两 个 命题 公式 是 否 等 值 : 

(1) (pAgq)V (TpAr Vg Ar); 

(2) (pAgq)V (TpAr). 

8. 设 某 命题 公式 A 的 真 值 表 为 表 3-16, 求 A. 


表 3-16 


1 
1 
0 
:| ol。 和 ll。 


= 


9. 设计 一 费 电 灯 的 开关 电路 时 ,要 求 受 3 个 开关 A,B,C 的 控制 : 当 且 仅 当 A,C 同时 
关闭 或 B,C 同时 关闭 时 灯 腕 . 用 下 表示 灯亮 ,p,q,r 分 别 表 示 开 关 A,B,C 关闭 , 求 下 二 
F(p,q,r) 的 逻辑 表达 式 以 及 下 的 主 析 取 范 式 及 主 合 取 范 式 . 

10. 某 电路 中 有 一 只 灯泡 和 3 个 开关 A,B,C. 已 知 当 有 上 且 仅 当 在 下 述 4 种 情况 之 一 灯亮 : 

(1) C 的 搬 键 向 上 ,A 和 B 的 搬 键 向 下 ; 

(2) A 的 搬 键 向 上 ,B 和 C 的 搬 键 向 下 ; 

(3) B 和 C 的 搬 键 向 上 ,A 的 搬 键 回 下; 

(4) A 和 B 的 搬 键 咎 上 ,C 的 搬 键 加 下 . 

令 下 表示 灯 竞 ,p,q,r 分 别 表示 A ,B,C 的 搬 键 癌 上 ,求人 ==FGpdqr) 的 逻辑 表达 式 以 及 下 
的 主 合 取 范 式 . 


在 3.2 节 中 介绍 了 9 个 联结 词 ,联络 词 一 共有 多 少 个 ,同时 哪些 联结 词 集 合 具 有 功能 完 
备 性 ? 这 些 内 容 可 以 从 一 定 的 理论 高 度 帮 助理 解 逻 辑 门 电路 的 种 类 及 其 按 一 定 要 求 化 傈 逻 
辑 困 数 等 问题 . 

3.6.1 联结 词 的 个 数 


考虑 含 两 个 命题 变 元 p 和 g 的 情形 . 由 p 和 g 可 构成 不 等 值 的 命题 公式 共 22 一 16 个 ， 
记 为 A;( 王 1,2,…,16), 见 表 3-17. 


表 3-17 
nag 
9 19989999 
nag 
| 919olololalalelalelalaloelazlaelas 


由 等 值 式 的 定义 可 知 ,Ai =],A,=0,A;:=p,A, 二 g,As = p,As = "Tqg,A:=p 人 0， 
As=p tg,As=pVg,Awv=p Y qdq, A 一 力 一 q ,At 一 户 一 q, Ai 一 二 gq, Al = p Dg, A = 


q>p,Arw—=gq™p. 

除 Ai =],A,=0,A;=p,A, 下 以 及 重复 的 联结 词 (As 与 As \ Ai 与 Ai5 、Aywz 与 A ) 外 ， 
逻辑 联结 词 共 9 个 ;1 元 联结 词 1 个 ,2 元 联结 词 8 个 . 

在 3.4 节 曾 提 到 ,集合 运算 与 逻辑 运算 之 间 有 非常 紧密 的 联系 ,于 是 有 下 述 问 题 供 大 家 
思考 . 

问题 1 能 和 否 类 似 于 真 值 表 形式 给 出 集合 运算 的 定义 ? 右 能 ,如 何 给 出 ? 

前 面 已 经 说 明了 ,不 同 的 1 元 和 2 元 逻辑 运算 共 9 种 (3 元 逻辑 运算 更 多 ) ,而 集合 运算 
只 介绍 了 5 种 . 


问题 2 给 出 另外 4 种 集合 运算 的 定义 . 


问题 3 9 种 逻辑 运算 与 9 种 集合 运算 是 如 何 对 应 的 ? 
3.6.2 功能 完备 联结 词 集 


实际 上 ,有 些 逻 辑 运算 可 以 借助 于 其 他 联结 词 加 以 定义 ,在 3.4 节 中 已 经 看 到 了 这 一 
点 .很 快 就 可 以 知道 ,有 些 联结 词 如 一 就 不 能 由 和 和 V 加 以 定义 ,这 涉及 联结 词 集 合 的 功能 
完备 性 . 
【定义 3-11】 对 于 硅 干 个 联结 词组 成 的 非 空 集合 S$, 在 任意 的 命题 公式 都 可 由 仅 含 
S 中 的 联结 词 等 值 地 表示 出 来 , 则 称 S 为 功能 完备 联结 词 集 (complete group of connectives， 
adequate set of connectives). 
将 S 中 的 联结 词 理 解 为 门 电 路 , 则 S 是 功能 完备 的 是 指 任何 的 逻辑 电路 都 可 以 由 这 些 
门 电路 实现 . 
由 3.5 市 定理 3-9 知 ,任意 的 命题 公式 都 存在 唯一 的 主 析 取 范式 或 主 合 取 范 式 ,于 是 ， 
任意 的 命题 公式 都 可 以 由 {一 , 八 ,V} 中 的 联结 词 等 值 表示 出 来 ,因此 ,有 以 下 定理 : 
【定理 3-10】 {一 , 人 ,V) 是 功能 完备 联结 词 集 . 
推论 ”以 下 联结 词 集 都 是 功能 完备 的 . 
(1) {y}. 
(2) {个 》. 
(3) 4™1 5 A 
(4) {7 ,V}). 
Co 
证 只 证 (2) 和 (4), 其 余 留 作 练 习 . 
(2) 根据 定理 3-10, 只 需 证 明 : 一 p,p 人 Ao,pVo 可 由 仅 含 “个 ”的 命题 公式 等 值 表 示 . 
因为 
p= "(ph = 1p, 
pMAg= -#77(pAg))= (pq) = (pha) (pg), 
PVq= 7(7pATq) = (7p (Tq) = (php) (gg) 
所 以 ,{ 个 } 是 功能 完备 联结 词 集 . 
(4) 只 需 证 明 : p Ag 可 由 仅 含 {一 ,V ) 的 命题 公式 等 值 表示 . 
因为 p Ag 二 了 (了 pV 了 gqg), 由 定理 3-10 知 { 一 ,VV }) 是 功能 完备 联结 词 集 . 
【 例 3-26】 定义 3 元 联结 词 f 如 表 3-18, 证 明 : {了 是 功能 完备 的 . 


表 3-18 


i 


! 本 到 到 硬是 到 二 | | ! 


证 ”由 真 值 表 3-21, 可 得 出 fp,a,r) 的 主 合 取 范 式 为 
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flpsqsr) 一 (npVnqynr)AGCpVnIVnr)AGCVn9V7) 
于 是 ,有 f(p,p,p) 王 mpP 且 f(Tp,T"p,， mq) 二 pVg. 由 推论 (4) 知 ,1 了 ,V} 是 功能 完备 
的 ,因此 { 放 是 功能 完备 的 . 
【 例 3-27】 化 简 命 题 公式 ((pVg) 一 r) 一 六 ,并 用 仅 含 联结 词 4? ，A) 的 等 值 的 命题 公 
式 表 未 . 
解 ((pVg)>r)—>p=(7(pVg Vn )—p 
一 (人 (bpVa)Vr) VD 
=((pVgq)A7TrVp 
=((pV qo VP)A(Tr Vp) 
=(pVg)A(pV7ir) 
=pV (qd 人 了 7) 
一 一 (人 了 户 人 ”9q 人 一 7)) 
下 面 考 虑 不 具有 功能 完备 性 的 联结 词 集 . 
【 例 3-28】 证 明 : 1 人, 一 } 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 
证 首先 证 明 ,对 于 只 含有 联结 词 { A, 一 } 的 任意 命题 公式 A ,在 所 有 命题 变 元 均 取 1 
时 ,A 的 真 值 为 1. 
对 A 中 所 含 的 联结 词 个 数 n 使 用 第 二 数学 归纳 法 . 
当 n 二 0 时 ,显然 成 立 . 
假设 小 于 等 于 允 时 成 立 , 当 A 含 2 十 1 个 联结 词 时 ,这 时 A=BAC 或 A= 了 B 一 C, 由 归 
纳 假 设 知 ,在 所 有 命题 变 元 均 取 1 时 ,B 和 C 的 真 值 为 1, 进而 A 的 真 值 为 1. 
对 于 命题 变 元 p, 由 上 面 的 讨论 可 知 p 人 一刀 不 能 用 仅 含 联结 词 {4 人 , 一) 的 命题 公式 等 
值 表示 , 故 {( 人 人 , 一 } 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 
【定义 3-12】 设 S 是 功能 完备 的 联结 词 集 , 而 S 的 任意 非 空 真子 集 都 不 是 功能 完备 的 
联结 词 集 , 则 称 S 为 极 小 的 功能 完备 的 联结 词 集 . 
由 于 { 了 (1A) (人 V (一 ) 不 是 功能 完备 的 ,所 以 由 定理 3-10 的 推论 有 : 
【定理 3-11】 下 列 联结 词 集合 是 极 小 功能 完备 的 . 
(1) {vy}. 
2 
JJ 
(4) {7 ,V}. 
(5) 《一 ， 一 上 
人 们 通常 先 介 绍 5 种 逻辑 运算 ，A,V ,一 ,一 ,在 命题 公式 的 定义 中 也 只 用 这 5 种 . 
实际 上 ,这 5 种 逻辑 运算 是 不 全 面 的 ,还 有 4 种 .各 从 功能 完备 的 角度 去 看 ,又 有 多 余 的 联 
结 词 . 
知道 了 逻辑 运算 的 个 数 以 及 极 小 的 功能 完备 的 联结 词 集 , 对 于 我 们 进一步 学 习 、 人 研究 逻 
辑 演算 形式 系统 是 有 帮助 的 . 
在 实际 应 用 中 ,联结 词 *^ ”以 及 “y ”可 推广 到 多 个 命题 变 元 上 去 ,如 了 (pg 人 7)， 
了 7(pVgqVrVs) 等 ,也 可 以 构造 出 组 合 门 电路 ,如 “与 或 非 门 ”等 . 
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站 题 3.6 


1. 证 明 : 通过 考虑 含 一 个 命题 变 元 p 的 不 等 值 的 命题 公式 ,只 能 得 出 一 个 联结 词 ”. 
2. 证 明 : 含 2 个 命题 变 元 pi1,ps，…,p, 的 不 等 值 的 命题 公式 的 个 数 为 2 . 
3. 证 明 : 以 下 联结 词 集 都 是 功能 完备 的 . 

(1) {vy)}. 

(2) {7 ,A 信 }. 

(3) 4 To} 

4. 证 明 : 下 列 联结 词 集 都 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 

(1) {—}. 

(2) (人 和信 ). 

(3) {VV}. 

CA A 

5. 证 明 : 下 列 联结 词 集 都 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 

CI 

(2) tm) 

(3) {( 人 ，V 


3.7 ”命题 逻辑 中 的 推理 


逻辑 学 的 主要 内 容 是 研究 推理 ,推理 是 从 一 些 前 提 推 出 结论 的 思维 过 程 . 实际 问题 中 的 
推理 ,需要 对 前 提 做 深入 分 析 ,才能 得 出 结论 ,如 由 两 百 线 平行 ,得 出 同位 角 相 等 以 及 由 一 元 
二 次 方程 的 判别 式 大 于 0 得 出 方程 有 两 个 不 相等 的 实数 根 等 就 是 这 样 的 一 些 推理 . 

数理 逻辑 主要 是 用 数学 的 方法 研究 逻辑 中 的 推理 , 它 关 心 的 是 推理 形式 的 有 效 性 问题 . 

例如 ,下 面 两 个 不 同 的 推理 . 

(1) 奋 两 下 线 平 行 , 则 同位 角 相 等 . 

这 两 再 线 是 平行 的 ,所 以 ,同位 角 相 等 . 

(2) 奋 两 个 三 角形 全 等 , 则 其 对 应 边 相 等 . 

这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 ,它们 的 对 应 边 相 等 . 

部 具有 如 下 的 推理 形式 
由 PY qa:p 得 出 oy 

所 谓 推 理 形 式 的 有 效 性 是 指 , 如 果 前 提 全 为 真 ,那么 所 得 结论 必然 为 真 ,而 不 考虑 前 提 
和 结论 的 真实 含义 . 有 效 的 推理 形式 是 四 海峰 准 的 推理 规则 . 

3.7.1 推理 形式 有 效 性 的 定义 

【定义 3-13】〗 设 Hi, 理 ;,…,H, 和 C 是 命题 公式 , 右 万 ,万 :,，… ,万 ,全 为 只 , 可 得 出 
C 必然 真 , 则 称 由 互 ; , 互 , ,… ,日 , 得 出 C 的 推理 形式 是 有 效 的 (valid argument form), 记 为 


H ,也 ,,… ,万 ,之 C (或 Hi, H,,*…,H. FC ,通常 在 讨论 形式 系统 的 语义 推理 时 使 用 ,而 
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Hi ,; 昌 ,,… ,HH, 上 -CC 在 讨论 语 构 推理 时 使 用 ) ,其 中 Hi , 晶 ,,… ,日 , 称 为 前 提 (antecedent， 
premise,hypothesis) ,C 称 为 结论 (conclusion). 

万 ; ,万 , ,… ,五 ,一 C 可 简称 五 , 互 ,,… ,万 , 逻辑 推出 (logically follows) 或 逻辑 列 酒 
(logically implies)C,“ 过 ”是 “推出 ”符号 ,Hi , 态 ;,… ,日 , 坊 C 称 为 推理 规则 . 

命题 公式 由 Hi , 五: ,…, 瑟 , 全 为 真 ,可 得 出 有 Hi 人 日 , 人 … A 信 H, 为 真 .于 是 ,由 3.3 节 
例 3-10 的 说 明 可 知 , 由 五; , 万 :,…, 万, 全 为 真 可 得 出 C 必然 真 的 充 要 条 件 是 五; 人 人 
昌 ; 人 … 人 HH, 一 C 为 永 真 式 . 因此 有 

【定理 3-12】 设 厂 ,日 ;,…,H,, 和 C 是 命题 公式 ， 则 Hi, 韭 ;,… ,日 , 坊 C 的 充 要 条 件 
是 互 ; 和 万; 人 … 人 HH, 一 C 是 永 真 式 , 即 Hi 人 H; 人 人 … 和 人 万 ,一 C. 

正 因 为 这 样 , 又 称 Fi, 昌 ;,…, 惠 , 疗 C 是 永 真 副 涵 式 或 逻辑 萤 涵 式 . 因此 ,“ 王 ”又 是 “水 
真 缠 涵 ” 或 “逻辑 缠 涵 ”和 从 号 , 它 与 缠 涵 联结 词 *“ 一 ?是 不 同 的 . 

注意 ”就 两 个 命题 公式 来 说 ,二 是 关系 符号 ,A 二 B 是 逻辑 冀 涵 式 , 习 是 运算 符号 ,A 一 
B 是 命题 公式 ,而 通常 所 说 的 瘟 涵 指 逻 辑 冀 涵 . 

定理 3-12 给 出 了 等 值 式 与 永 真理 涵 式 之 间 的 联系 .可 以 利用 定理 3-12 去 证 明 一 些 永 
真 式 , 参 见 本 市 的 习题 第 10 题 . 

从 推理 的 角度 看 ,将 A 二 B 写成 A 今日 更 适合 . 

【定理 3-13】 设 A 和 B 是 命题 公式 , 则 A 仿 B 的 充 要 条 件 是 A 二 B 且 B 过 A. 

证 利用 A 一 B= 二 (A 一 B) 入 (B 一 A) 即 得 . 

在 实际 推理 中 ,特别 是 数学 证 明 , 上 述 定理 3-13 很 常用 . 

可 以 证 明 ,命题 公式 间 的 永 真 列 涵 关系 是 偏 序 关系 . 

【定理 3-14】 设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,下 述 结 论 成 立 . 

(1) A 二 A( 自 反 性 ). 

(2) 若 A 二 B 且 B 过 A, 则 A==B( 反 对 称 性 ). 

(3) 车 A 二 B 有 日 B 二 C, 则 A 二 C( 传 递 性 ). 

证 (1) 显然 . 

(2) 由 定理 3-13 即 得 . 

(3) 因为 A 之 忆 且 已 之 C, 所 以 A 一 已 且 已 一 C 永 真 , 由 此 可 以 推出 : 硅 A 真 则 C 真 , 于 
是 A 一 C 永 真 , 因 此 有 A 之 (C. 

根据 定理 3-12 可 得 出 命题 公式 间 的 永 真 更 涵 关系 字 还 具有 下 面 两 条 性 质 . 

【定理 3-15】 设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,下 述 结 论 成 立 . 

(1) 若 A=>C 有 上 且 B=C, 则 AVB>C. 

(2 C=%A HCMC=>AAD., 

证 (1) 因为 A 二 C 有 日 B 地 C, 所 以 A 一 C 且 B 一 C 永 真 ,于 是 由 AVB 真 有 C 真 ,因此 
AVB 一 C 永 真 ,进而 AVB 志 CC. 

(2) 因为 C=A4A 且 C > 了 ,所 以 C 一 A 且 C 一 忆 永 真 , 于 是 由 C 真有 A 入 B 真 ,因此 
C 一 A 和信 B 永 真 ,进而 C= 二 A 人 B. 

由 定理 3-15 可 以 得 出 以 下 定理 . 

【定理 3-16】 设 4A,B 是 命题 公式 , 则 对 于 命题 公式 间 的 永 真 蕴涵 关系 之， 

(1) sup {A,B}=AVSB. 

(2) inf {A,B}=AAB. 
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证 (1) 显然 ,A 一 (AVB) 永 真 ,于 是 A 一 AVB. 同 理 有 BAVEB. 所 以 ,AVEB 是 A 
和 B 的 上 界 . 假 设 C 是 A 和 B 的 任意 上 界 , 即 A 地 C 有 是 B 过 C, 由 定理 3-14 知 ,AV 了 之 C. 


因此 ,AVB 是 A 和 8B 的 最 小 上 界 , 进 而 有 sup{A,B}= 二 AVB. 


(2)( 留 作 练 习 ). 


3.7.2 基本 推理 规则 


明 : 


下 面 举例 说 明 ,证 明 推 理 形 式 有 效 性 的 4 种 方法 . 
【 例 3-29】 设 A 和 B 是 命题 公式 ,证 明 . A 一 B,A 志 BB. 


分 析 “根据 定义 ,只 需 证 明 ((A 一 B) 和 人 A) 一 B 永 真 . 由 永 真 式 的 代入 定理 知 , 吕 需 证 


对 于 命题 变 元 p,g, 有 ((p 一 g) 人 pbp) 一 g 永 真 . 
证 法 1 真 值 表 法 . 写 出 命题 公式 ((p 一 g) 入 p) 一 g 的 真 值 表 见 表 3-19. 
显然 ,((p 一 g) 人 p) 一 g 水 真 . 


((p 一 gq) 人 pp) 一 g 永 真 . 


oo 


表 3-19 


证 法 3 等 值 演算 法 . 
((p—>9g) Np)—>gq=((T7TpVg)AN pp)—>qg 
=((7TpA pp)V (pAg))—>gq=(pAg)—g=7"(pA gq)Voa 
=(TpV"g)Vaq="pV ("gqgVag ="pV1l=1 
证 法 4 主犯 式 法 . 
((p 阅 gq) 入 p) 一 dg 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 分 别 为 : 
((D 六 一 0q) 人 7 四) 一 gqI 王 (AVIAn)V CnpAO VD 记 人 ”9) 
((p 一 gqg) 人 p) 一 g( 主 合 取 范式 不 存在 ) 
从 主 范式 都 可 以 得 出 ((p 一 gq) 入 p) 一 g 永 真 . 
类 似 地 可 以 证 明 下 列 基 本 推理 规则 . 
设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,如 表 3-20 所 示 为 基本 推理 规则 或 永 真 殖 涵 式 ,要 求 记 住 . 


表 3-20 基本 逻辑 总 涵 式 I 


(1) AAB 二 A, A 和 B= 二 B( 化 简 ). 

(2) A 二 AVB, B 二 AVB( 附 加 ). 

(3) A,B 二 A 入 B( 合 取 引 入 ). 

(4) AVB, 一 A 二 B( 析 取 三 段 论 ). 

(5) A 一 B,A 二 B( 假 言 推 理 ). 

(6) A 一 B,”B 一 ”mA( 拒 取 式 ). 

(7) A 一 B,B 一 C 一 A 一 C( 假 言 三 段 论 ). 
(8) AVB,A 一 C,B 一 C 一 C( 二 难 推理 ). 
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((p—>g) Mp)—>gq 


3.7.3 命题 逻辑 的 自然 推理 系统 


自然 推理 的 构造 法 是 判定 推理 形式 有 效 性 的 又 一 种 方法 , 它 主要 是 为 今后 进一步 学 习 
数理 逻辑 ,尤其 是 为 逻辑 的 公理 化 推理 系统 做 准备 的 . 目 然 推理 的 基本 思想 是 ,确定 一 些 推 
理 规则 ,然后 根据 这 些 推 理 规 则 从 前 提出 发 ,把 结论 推出 来 . 目 然 推理 系统 是 德国 逻辑 学 家 
G，Gentzen 和 波兰 逻辑 学 家 S，Jaskowski 在 1934 年 独立 给 出 的 演绎 逻辑 系统 的 一 个 创新 
成 果 . 

作为 推理 系统 ,原则 上 有 以 下 4 个 部 分 . 

(1) 它 应 有 初始 符号 , 它 是 系统 中 允许 出 现 的 字符 . 自然 推理 系统 的 初始 符号 有 以 下 
3 类 . 

GQ) 命题 变 元 在 全 

@O 5 个 联结 词 ”， 人,V ,一 ,一 . 

因为 这 5 个 联结 词 足以 对 实际 问题 进行 描述 了 . 硅 出 现 异 或 等 其 他 联结 词 情 形 , 则 要 求 
归 约 到 这 5 个 联结 词 ,这 是 容易 办 到 的 . 

G) 左右 圆 括号 :“(2，)”. 

(2) 定义 推理 系统 中 的 公式 , 它 是 按 一 定 的 形成 规则 得 到 的 有 意义 的 符号 串 . 粗略 地 
说 , 它 就 是 命题 公式 ,但 它 原 则 上 不 出 现 除了 了, 人 ,V ,一 , 嘻 外 的 其 他 联结 词 ,同时 原则 上 不 
出 现 命 题 弟 量 1 和 0. 

(3) 确定 公理 , 就 是 推理 系统 中 不 加 推导 就 承认 的 公式 . 从 语义 的 角度 看 , 它 就 是 永 真 
式 . 自然 推理 系统 中 没有 公理 ,这 一 点 是 与 公理 推理 系统 截然 不 同 的 . 

(4) 确定 推理 规则 . 在 目 然 推理 系统 中 ,把 所 有 与 5 个 联结 词 一 , 人 ,V ,一 ,一 有 关 的 基 
本 逻辑 蕴涵 式 都 作为 推理 规则 ( 见 表 3-20) ,同时 ,一 个 基本 等 值 式 ( 见 表 3-21) 相 当 于 两 个 
基本 逻辑 蕴涵 式 . 除 必须 记 住 表 3-20 和 表 3-21 之 外 ,还 要 使 用 两 个 最 基本 的 推理 规则 . 

GO P 规则 .所 给 的 前 提 在 证 明 过 程 中 随时 可 以 引用 . 

@gT 规 则 .已 经 推出 的 公式 在 以 后 的 证 明 过 程 中 可 以 随时 引用 . 


表 3-21 基本 等 值 式 E 


(1) 一 一 A 二 A( 对 合 律 ) 

(2) AVA=A,AAA=A4 ( 徊 等 律 ) 

(3) AVB=BVA ,AAB=BAA (交换 律 ) 

(4) (AVB)VC=AV (BVO), (A AB) AC=A A(BAC) (结合 律 ) 
(5) AV (AAB)==A,A A (AVB)==A( 吸 收 律 ) 

(6) AV (BAO)=(AVB)A(AVO),AA(BVO)=(AAB)V (AAOC)( 分 配 律 ) 
(7) A 让"A=1,A 人 一 A 二 0 (互补 律 : A 有 补 元 A) 

(8) AVB=A AB,A AB=AVB(De Morgan 律 ) 

(9) AV0=0VA==A, A A1=1AA=A(V ,A 有 单位 元 或 称 为 同一 律 ) 
(10) AV1==1VA=1, A A0==0 入 A=0(V , 人 有 零 元 或 称 为 0-1 律 ) 
(11) A—>B= -AVB 

(12) A—eB=(A—B) A(B—A) 
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日 然 推理 系统 的 显著 特点 是 没有 公理 ,作为 推理 依据 的 只 有 推理 规则 . 这 似乎 更 符合 人 
们 日 第 思维 的 推理 习惯 ,因此 称 为 目 然 推 理 . 

在 进行 日 然 推 理 时 ,采用 构造 性 证 明 方 法 ,人 简称 “构造 法 ”, 更 准确 地 应 该 说 是 数理 人 逻辑 
中 的 演绎 (Cdeduction) 法 ,也 可 以 称 为 "形式 证 明 ” 在 逻辑 推理 系统 中 ,推出 符号 一 般 采 用 
“上 ”但 前 面 介 绍 的 自然 推理 系统 与 公理 化 推理 系统 还 是 有 很 大 区 别 的 ,所 以 按 最 接近 于 人 
的 思维 方式 去 理解 ,推出 符号 仍 用 ”之 ” 

先 通 过 一 个 例子 了 解 证 明 的 书写 格式 . 

【 例 3-30】 使 用 构造 法 证 明 : p 一 (gqgVr), 了 ss 一 了 7g,p 八 一 5 过 rr. 


证 


(1 )pA7ms 

(2)p 

C3 yg 

(4) p—>(gV7) 

(5) gqgVr 

(6) Ts— 0g 

(7) Tg 

(8)r 

从 证 明 过 程 可 以 看 出 ,每 一 行 由 3 部 分 组 成 : 第 一 部 分 是 编号 ,说 明 它 是 证 明 的 第 几 
步 ;第 二 部 分 仅 写 一 个 命题 公式 ,实际 上 编号 也 说 明了 它 是 第 几 个 命题 公式 ;第 三 部 分 是 写 
理由 ,交代 该 命题 公式 是 怎样 得 来 的 . 

初学 者 最 感 困难 的 是 ,如 何 一 步 一 步 地 构造 出 从 前 提 到 结论 的 证 明 过 程 . 与 其 他 证 明 题 
一 样 ,可 以 先进 行 分 析 . 例 3-30 的 分 析 过 程 如 下 : 

要 推出 结论 ~, 在 3 个 前 提 中 ,只 有 公式 p 悦 (gVr) 中 含有 rr 且 在 后 件 g Vr 中. 夺 能 推 
出 p, 则 根据 A 一 B,A 过 B 即 得 g Vr, 而 这 一 点 很 容易 办 到 ,因为 有 前 提 p 人 一 s. 在 得 到 公 
式 gVr 后 ,车 能 推出 -了 gq, 则 利用 AVB, 一 A 过 B 可 得 xr. 如何 推 出 -了 g? 在 前 提 一 ;一 一 g 含 
有 了 gq, 只 需要 推出 一 s 即 可 ,这 一 点 也 很 容易 办 到 ,因为 有 前 提 p 八 一 ;s. 

【 例 3-31】 使 用 构造 法 证 明 : p 人 TgYr,T"r 人 Tg 地 了 了 pp. 


证 


(1) 户 人 一 g 一 7 


(2) 
(3) 
(4) 
5) 
(60) 
(7) 


"“rA7g 
"iF 
1(pN "a) 
"pVg 
4 

"7 


P 

CE 
(LL 

P 
1(2)(4)1 
1T(3)(6)I1 
1(5)(7)1 


也 

和 

1(2)1 
1T(1)(3)1 
工 (4) 了 上 
1(2)1 
1T(5)(6)I 


一 个 推理 形式 是 有 效 的 ,实际 上 是 指 符号 推理 是 正确 的 .要 证 明 一 个 推理 形式 是 有 效 
的 ,首先 将 所 给 的 前 提 和 结论 符号 化 ,再 根据 定义 3-12 证 明 这 个 符号 推理 是 正确 的 . 

【 例 3-32】 用 构造 法 证 明 下 列 推理 形式 的 有 效 性 : 如 于 小 赵 和 小 钱 去 上 目 习 , 则 小 孙 
也 去 . 小 李 不 去 目 习 或 小 赵 去 目 习 , 由 于 小 钱 和 小 李 已 经 去 目 习 了 ,所 以 小 孙 也 去 上 目 习 了 . 
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解 用 p: 小 赵 去 日 习 ,g: 小 钱 去 目 习 ,r: 小 孙 去 日 习 ,s: 小 李 去 目 习 , 则 要 证 明 


(1)gqgAs 
(2)g 

(C3) 

(4) TsVp 
(5) p 

(6) pAg 

(7) (p Mg)—r 
(8)r 


(pAq)—r,™"sV pq sr 
P 

1T(1)1 

T(1)I 

FP 

1(3)(4)I 

1(2)(95)1 

下 

T(6)(7)I 


下 面 介 绍 两 种 间接 的 构造 性 证 明 方 法 . 


1. 反 证 法 


要 证 明 Hi sis 万 ,一 C, 将 结论 C 否定 得 到 一 C, 然 后 推出 一 个 矛盾 ,如 . 人 1 即 可 . 
理由 如 下 : 要 证 明 万 ; )…… ,万 ,一 C, 只 要 证 H, 人 H, 人 人 了 人 永 真 , 即 (H, 人 
HH 人 … 人 日 ,) VC 永 真 ,或 者 说 证 


-7(T(HiAH;A*: AH)VC)= HiAH,; 人 … 人 人 万。 人 一 (C 


永 假 , 即 得 到 一 个 永 假 式 ,如 SA 一 S 等 . 


【 例 3-33】 使 用 反 证 法 证 明 : 人 mo 一 r, mr 人 nm 之 一 旋 . 


证 

(1) 一 (一 力 ) P( 附 加 ) 
(2) p T(D)E 
(3) TrA7g 下 

(4) -7g T(3)1 
(5) pA7g T(2)(4)1 
(6) pA Tgqg—r 和 

(7) > T(5)(6)I 
(8) 一 > TS 
(9) 六 人 一 > T(7)(8)1 
2. CP 规则 (条 件 证 明 规 则 ) 

对 于 如 下 形式 的 推理 . 


H,,H, 万， >A—C 


前 件 A 和 后 件 C 分 离 的 一 种 证 明 方 法 , 称 为 条 件 证 明 规 则 . 


理由 如 下 : 因为 


(Hi A H; A:…AH,)—>(A— CO) 
=7(H A H;A:…AH,)V(-"AVCO) 
一 (一 (万 ;人 H;A:…AH,)V-°A)VC 
一 一 (万 ,人 HA:…A HAA)VC= (万 ,入 万， 人 … 人 万 ,和 人 A) 一 C 
所 以 , (五 ; 人 五: 人 … 和 瑟 ,) 一 (A 一 C) 永 真 的 充 要 条 件 是 ( 瑟 ; 人 五 :人 … 和 人 瓦 ,人 A) 一 C 永 


“Lid ® 


真 , 即 证 明 
fe , 万 …… ,五 , ,人 A 字 CC 
【 例 3-34】 使 用 CP 规则 证 明 : p 一 (gVr),g 了 pp,s 一 了 Tr>p 一 5s. 


证 

(1) p>(gVr) 

(2) p P( 附 加 ) 
(3) oaVr 1(1)(2)1 
(4) g 一 一 旋 P 

(5) TqgV -7p T(4)E 
(6) Tg 1(2)(5)1 
Ei 1(3)(6)I 
(BB) sr 和 

(9) TsV 了 7 T(8)E 
(10) 7s 1(7)(9)1 
(11) p>™s GP 


数理 逻辑 的 主要 研究 任务 是 建立 一 个 严密 的 逻辑 推理 系统 一 一 公理 推理 系统 来 刻画 人 
类 的 思维 规律 ,这 个 系统 与 前 面 的 目 然 推 理 系统 是 类 似 的 ,但 它 有 更 精简 的 初始 符号 、 公 式 
的 形成 规则 .公理 和 推理 规则 . 已 经 有 的 逻辑 演算 形式 系统 ,如 PC(formal system of 
Proposition Calculus) 在 理论 上 证 明了 其 合理 性 .一致 性 .完备 性 等 与 语法 和 语义 有 关 的 重 
要 结论 ， PC 能 得 出 人 类 思维 的 所 有 推理 规则 ,所 提供 的 逻辑 推理 框架 能 保证 在 前 提 真 的 条 
件 下 ,总 能 得 出 正确 的 结论 . 对 逻辑 演算 形式 系统 感 兴趣 ,特别 是 做 计算 机 软件 工作 的 读者 
请 参阅 有 关 文 献 L14，15 |. 


站 题 3.7 


1. 对 于 命题 公式 A,B, 证 明 : A 一 B,”B 之 ”人 A. 

2. 对 于 命题 公式 A,B 和 C ,证 明 : 

(1) A ABSA:; 

(2) AVB,-A=>B; 

(3) A—B,B—C=>A—C; 

(4) AVB,A—C,B—C=>C. 

3. 证 明 下 列 推 理 形式 是 无 效 的 : 

(1) 右 两 个 三 角形 全 等 , 则 其 对 应 角 相 等 ; 

(2) 两 个 三 角形 的 对 应 角 相 等 ; 

(3) 所 以 ,这 两 个 三 角形 全 等 . 

4. 设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,证 明 : 

(1) A 一 BC(AVC) 一 (BVCD); 

(2) A—B=>(A AC)—(B AC). 

5. 设 A,B 是 命题 公式 , 则 对 于 命题 公式 间 的 永 真 蕴涵 关系 屋 有 ,in{f {A,B} 二 A 人 人 B. 
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6. 使 用 构造 法 证 明 以 下 推理 . 

(1) (AAAB),BVC,mC 字 一 人 A. 

(2) A 一 有 ,CC 一 人 ,CC 一 也 

7. 使 用 构造 法 证 明 以 下 推理 . 

(1 )AAB,(A~=B)—CSC. 

(2) A—B,(7BVC)A-7C,-7-(-7"AAD)SS-D. 

8. 使 用 反 证 法 ,构造 出 下 面 推理 的 证 明 . 

(1) ”AVB,C 一 了 ,4A 之 一 C. 

(2) A 一 BCBVC) 之 一 人 . 

9. 使 用 CP 规则 ,构造 出 下 面 推理 的 证 明 . 

(1) A 一 (了 一 C)， "DVA,B=>D—C. 

(2) A—(B—C),(CAD)—E,-7"F(DA -7E)=A—(B—F). 

10. 证 明 下 列 公 式 是 永 真 式 . 

(1) (A 一 局 ) 一 ((A 一 (有 一 L)) 一 (及 一 人 L))， 

(2) (AAA 一 中) 一 (人 (4A 一 一 用) 一 一 及 )。 

11. 证 明 下 列 推 理 形 式 的 有 效 性 : 如 果 今 天 是 星期 四 , 则 要 进行 离散 数学 或 数据 结构 
考试 ;如 果 数 据 结构 老师 有 会 , 则 不 考 数 据 结构 ;今天 是 星期 四 且 数 据 结 构 老 师 有 会 ,所 以 要 
进行 离散 数学 考试 . 

12. 小 东 的 爸爸 市 他 出 去 玩 , 当 乘 车 经 过 一 座高 楼 时 ,爸爸 对 小 东 说 :“ 你 只 有 现在 好 
好 学 习 ,将 来 才能 掉 很 多 很 多 钱 ; 有 了 很 多 很 多 钱 , 就 能 住 上 这 样 的 高 楼 . ”小 东 听 了 和 爸爸 的 


话 ,回答 说 :“ 爸 爸 没有 住 上 这 样 的 高 楼 ,是 因为 爸爸 没有 钱 :爸爸 没有 钱 是 因为 爸爸 以 前 没 
有 好 好 学 习 . "请问 : 小 东 是 否 误解 了 爸爸 原 话 的 意思 ,为 什么 ? 
本 草 小 结 


1. 命题 的 有 关 概 念 

能 判断 出 真 假 ( 或 真 假 程度 ) 的 语句 称 为 命题 . 真 命题 贞 值 为 1, 假 命 题 真 值 为 0. 不 能 
分 成 更 小 的 命题 是 原子 命题 , 通 第 用 小 写 英 文字 母 p,g,r,s,… 或 市 下 标 pi ,ps ,ps 等 表示 ， 
否则 是 复合 命题 . 

2. 逻辑 联结 词 

1 元 或 2 元 逻辑 运算 共有 9 个 , 最 基本 的 是 ,人 ,V : 

(1) -p= 二 p 是 p 的 否定 ，-p 为 1 当 且 仅 当 p 为 0. 

(2) pAg 二 p，g 二 pg 表示 pp 并且 gqg, pAg 为 1 当 且 仅 当 p 和 9g 同时 为 1. 

(3) pVg 二 pq 表示 pp 或 gq, pVg 为 0 当 且 仅 当 pp 和 g 同时 为 0. 

(4) pg 表示 pp 异 或 g, p 和 g 不 能 同时 为 1 的 “或 ”, pg 为 0 当 且 仅 当 p 和 g 同时 
为 1 或 同时 为 0. 

(5) pg 表示 “ 厂 p， 则 g”, pg 为 0 当量 仅 当 p 为 1 旦 和 gq 为 0. 

(6) peg 表示 pp 当 且 仅 当 gq, prq 为 1 当 且 仅 当 p 和 g 取 值 相同 . 

(7) pg=.:.- (pAg). 
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(8) pyg=:-7 (pV og). 


(9) p>g =;- (p>g). 

3， 命题 公式 及 其 真 值 表 

命题 公式 就 是 逻辑 函数 或 逻辑 表达 式 , 其 中 出 现 命题 常量 0 和 1. 命题 变 元 和 逻辑 运 
算 , 但 含义 要 清楚 . 9 种 运算 ,入 ,V , 田 , 一 ,> ,和 个,y ,一 的 级 别 按 顺 序 从 高 到 低 . 

将 一 个 命题 符号 化 后 所 得 到 的 式 子 均 为 命题 公式 , 于 是 对 命题 建立 了 数学 模型 一 符号 
化 , 它 也 是 抽象 的 一 种 方法 . 命题 符号 化 的 步骤 :; 第 一 步 , 找 出 所 给 命题 的 所 有 原子 命题 ， 
并 用 小 写 英文 字母 或 带 下 标 表示 ;第 二 步 , 确定 应 使 用 的 联结 词 ,进而 将 原 命题 用 符号 表示 
出 来 . 

命题 公式 的 真 值 表 就 是 该 命题 公式 的 取 值 情况 表 , 要 求 能 准确 写 出 给 定 命题 公式 的 真 
值 表 , 当然 记 住 逻 辑 运算 表 是 至 关 重要 的 . 含 n 个 命题 变 元 的 命题 公式 的 真 值 指 派 有 2”. 

命题 公式 的 分 类 

本 永 真 式 
可 满足 式 | 中 性 趟 


smex| 
永 假 式 

4. 逻辑 等 值 的 命题 公式 

两 个 命题 公式 等 值 讨论 的 是 它们 之 间 的 一 种 逻辑 关系 . 给 定 两 个 命题 公式 A 和 B， 
A= 已 是 指 在 任何 真 值 指派 下 A 和 B 的 逻辑 取 值 都 相同 . 

基本 等 值 式 除 与 集合 运算 性 质 类 似 的 那些 外 , 特别 要 记 住 : 

(1) ADBB= - (A~=B). 

(2) A>B= -AVB. 

(3) A=oB=(A—B) A (B—A). 

由 于 等 值 关 系 是 等 价 关 系 , 可 以 按 通 常 方 式 进 行 等 值 演 算 , 特别 在 等 值 演 算 过 程 中 可 
以 使 用 "等 值 置换 定理 ” 

理解 命题 公式 的 对 偶 式 ， 了 解 对 偶 原 理 : 设 A 和 B 是 命题 公式 ,车 A 二 B, 则 A* = 二 B*. 

5. 命题 公式 的 范式 

由 于 等 值 关 系 是 等 价 关 系 , 需要 考虑 其 等 价 类 及 其 代表 元 . 命题 公式 的 范式 就 是 命题 
公式 的 标准 形式 或 规范 形式 (作为 代表 元 )， 要求 能 熟练 得 出 给 定 命 题 公 式 的 范式 . 若 
A 二 AlV AsV…V A,(n 宇 1) ,其 中 A;(1 三 i 二 nn) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 ， 则 
称 A1V A; V…V A 为 命题 公式 A 的 析 取 范式 ; 厂 A 二 Al 人 A; 人 … 人 A,(n 宇 1), 其 中 
A;(1 夺 in) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 ， 则 称 AAA, 人 … 信 A, 为 命题 公式 
A 的 合 取 范式 . 

根据 命题 公式 中 所 有 命题 变 元 讨论 其 范式 就 得 到 命题 公式 的 主 范式 : 大 A 等 值 于 由 
A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 寿 干 个 最 小 项 的 析 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 析 取 范 式 ; 在 A 等 值 
于 由 A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 知 干 个 最 大 项 的 合 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 合 取 范式 . 

要 求 掌握 利 用 等 值 演算 法 和 真 值 表 法 求 出 命题 公式 的 范式 , 尤其 是 命题 公式 的 主 
范式 . 

6. 联结 词 集 合 的 功能 完备 性 

由 等 值 命题 公式 知道 ,1 元 逻辑 运算 和 2 元 逻辑 运算 的 个 数 共 9 个 .1 ，A,V } 是 功能 

。116 。 


完备 联结 词 集 , 进 而 {y ) (+ )》、(n， An， V) 和 (一 ) 是 功能 完备 的 . 
7. 命题 逻辑 的 推理 
设 i ,万 ;,…, 瑟 ,和 C 是 命题 公式 , 奢 Hi, 理 ;,… ,是 , 全 为 真 ,可 得 出 C 必然 真 , 则 称 
由 Hi ,万 , ,… , 互 , 得 出 C 的 推理 形式 是 有 效 的 , 记 为 万: ,万 ,… ,万 ,全 C.， 万 ; ,万 ,… ,万 ,一 
C 的 充 要 条 件 是 五; 入 互 , 人 … 人 HH, 一 C 是 永 真 式 , 即 Hi 人 互 , 人 … 和 万 ,一 C. 
记 住 最 重要 的 基本 逻辑 蕴涵 式 : 
A V B, 一 A 二 B( 析 取 三 段 论 ). 
A 一 B,A 过 B( 假 言 推理 ). 
A 一 B, 了 B=> 一 A( 拒 取 式 ). 
A 一 B,B 一 C 二 A 一 C( 假 言 三 段 论 ). 
AVB,A 一 C,B 一 C=>C( 二 难 推 理 ). 
在 进行 推理 时 , 采用 的 方法 是 构造 法 ,是 一 种 形式 证 明 方 法 一 一 只 在 符号 之 间 进 行 . 
需要 通过 一 些 训 练 才 能 熟练 掌握 . 同时 ,还 要 掌握 两 种 间接 的 构造 性 证 明 方法 : (1) 反 证 
法 ，(2)CP 规则 (条 件 证 明 规则 ). 
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第 4 章 谓词 逻辑 


原子 命题 是 命题 逻辑 研究 的 基本 单位 , 没有 对 原子 命题 的 内 部 结构 及 其 逻辑 关系 进行 
讨论 .在 实际 思维 中 , 仅 有 命题 逻辑 工具 是 不 够 的 .例如 著名 的 办 格拉 底 (Socrates) 三 段 论 ，. 

大 前 提 : 所 有 的 人 都 是 要 死 的 . 

小 前 提 : 办 格拉 底 是 人 . 

结论 : 所 以 ,办 格拉 底 是 要 死 的 . 
这 个 推理 的 有 效 性 在 命题 逻辑 中 无 法 证 明 , 因 为 上 面 的 每 个 命题 都 是 原子 命题 ,可 以 分 别 用 
六 ,q, 表示 ,然而 p,qg 坟 r 在 命题 逻辑 中 是 无 效 推理 . 

之 所 以 出 现 这 种 推理 本 号 是 正确 的 ,但 无 法 证 明 其 有 效 性 的 问题 ,是 因为 没有 对 原子 命 
题 的 内 部 形式 结构 及 其 逻辑 关系 进行 讨论 ,这 正 是 谓词 逻辑 首先 要 研究 的 内 容 , 这 些 讨 论 涉 
及 集合 .映射 .运算 和 关系 . 

本 书 讨论 的 谓词 逻辑 又 称 为 一 阶 逻 辑 . 

利用 谓词 逻辑 建立 起 来 的 数据 库 设 计 理 论 , 具 有 牢固 的 数学 基础 和 一 定 的 智能 特点 . 同 
时 ,现实 世界 中 的 任何 问题 只 要 能 用 谓词 逻辑 推理 系统 方式 表示 出 来 ,就 可 以 将 它 写 成 逻辑 
程序 设计 (PROgramming in LOGic,PROLOG) 或 LISP 语言 ,并 用 计算 机 加 以 实现 ,如 机 器 
人 规划 问题 ,已 经 开发 出 的 一 些 智 能 教学 专家 系统 等 "5 . 


4.1 个 体 . 谓 词 .量词 和 郧 词 


4.1.1 个 体 


下 面 4 个 命题 均 为 原子 命题 : 

(1) 5 是 素数 ; 

2 了 2 

(3) 张 三 是 学 生 ; 

(4) 所 有 的 人 都 是 要 死 的 . 

上 面 出 现 的 5、3 和 2.、 张 三 以 及 人 是 命题 分 别 考虑 的 对 象 , 称 为 个 体 .命题 的 考虑 对 象 
称 为 个 体 (individual) , 它 是 独立 存在 的 事物 .个体 可 以 是 具体 的 ,如 5、3 和 2、 张 三 ,也 可 以 
是 抽象 的 ,如 人 等 . 

表示 特定 的 、 具体 的 个 体 称 为 个 体 常 量 (constant) ,用 a,p,c, ,ai,oici,… 等 表示 ， 如 
在 (2) 中 ,可 以 用 a: 3,6: 2, 也 可 以 直接 用 表示 该 个 体 第 量 的 原 符 号 表示 ,如 "32“2”“ 张 
三 ”等 . 不 确定 的 个 体 称 为 个 体 变 元 (variable) ,用 zy,y,z,……,ziyvyz，… 表 示 . 

在 讨论 个 体 时 ,通常 要 指定 个 体 讨 论 的 范围 , 称 为 个 体 域 (domain of individuals) 或 论 
域 (universe) ,用 D 表示 ,一般 假 定 万 非 空 . 如 同时 讨论 (1) 和 (2) 时 ,可 以 指定 个 体 域 为 正 
整数 集合 ,也 可 以 是 整数 集合 ,还 可 以 是 实数 集合 等 ,要 同时 讨论 (3) 和 (4) ,可 以 指定 个 体 域 
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为 所 有 人 组 成 的 集合 ,也 可 以 是 所 有 动物 组 成 的 集合 等 . 指定 个 体 域 D 后 ,所 涉及 的 个 体 变 
元 在 所 给 的 个 体 域 中 可 任意 取 元 又. 

个 体 域 可 以 是 有 限 集合 ,可 以 是 无 限 集合 .我 们 把 世界 上 所 有 对 象 ,如 所 有 的 动物 、 所 有 
植物 .所 有 字母 .所 有 数字 等 组 成 的 集合 称 为 全 总 个 体 域 ,向 称 全 域 , 它 是 最 大 的 个 体 域 . 之 
所 以 要 给 出 这 样 的 个 体 域 ,是 因为 在 很 多 问题 讨论 时 部 没有 指定 个 体 域 ,这 时 就 在 全 总 个 体 
域 中 讨论 , 它 是 默认 的 个 体 域 . 


4.1.2 谓词 


(1) 中 “… 是 素数 ”, (3) 中 “… 是 学 生 ”, (4) 中 “… 是 要 死 的 ”是 表示 一 个 个 体 具 有 的 性 
质 ,(2) 中 “… 大 于 …” 是 表示 两 个 个 体 之 间 的 关系 .我们 把 表示 个 体 性 质 以 及 个 体 之 间 关 系 
的 词 称 为 谓词 (predicate). 

表示 一 个 个 体 性 质 的 谓词 称 为 1 元 谓词 ,表示 nn 个 个 体 之 间 关 系 的 谓词 称 为 n 元 谓词 . 
一 般 用 大 写字 母 , 如 PP,Q,R,… 等 表示 谓词 ,对 于 任意 的 半 元 谓词 ,为 了 把 谓词 及 其 元 数 同 
时 表示 出 来 , 像 表 示 nn 元 函数 一 样 , 用 诸如 P(ri ,zz,… ,Xx ) 表 示 . 例如 ,用 P(x): xz 是 素数 ， 
S(z): 工 是 学 生 ,D(x);: 工 是 要 死 的 ,G(x,y): zy,RCGzyy,z): 工 通过 > 和 >z 等 . 

需要 说 明 的 是 ,对 于 ?7 元 请 词 中 的 元 数 n 宇 0, 硅 n= 二 0,n 元 请 词 表示 命题 第 量 1、0 或 命 
题 变 元 . 这 样 规定 的 目的 是 想 把 命题 逻辑 看 作 谓 词 逻 辑 的 特例 . 

对 于 元 谓词 PCri ,zs，… ,Xx，)(n 之 1), 当 个 体 变 元 rz ,zs，… ,x 取 定 个 体 域 中 元 素 后 
就 是 一 个 命题 ,如 G(x,y): 7X 二 y, 它 是 关于 命题 的 函数 , 称 为 命题 水 数 (propositional 
function). 显然 ,命题 浮 数 不 是 命题 . 

命题 图 数 , 如 P(ri,xs，… ,Xx,) 也 可 以 表示 为 Po zz za。 

注意 谓词 的 选取 与 个 体 域 有 关 . 例 如 ,对 于 命题 “所 有 人 都 是 要 死 的 ”, 若 在 所 有 人 组 
成 的 个 体 域 D 中 考虑 ,只 需 一 个 谓词 D(x): xX 是 要 死 的 ; 若 在 全 域 中 考虑 ,需要 两 个 谓词 
P(Cz): 工 是 人 ,DCz): 工 是 要 死 的 ,其 中 PCz) 称 为 特性 谓词 ,使 用 这 个 特性 谓词 是 将 “人 ”从 
全 域 中 分 离 出 来 . 


4.1.3 量词 


1. 量词 的 概念 

对 于 命题 阴 数 ,如 P(x): x 是 素数 ,在 个 体 域 D 为 日 然 数 集合 N 时 ,对 于 x 的 每 一 个 
取 值 ,就 得 到 一 个 命题 .使 P(x) 成 为 命题 的 男 一 种 方法 是 ,量化 个 体 变 元 x. 篆 使 用 的 方法 
有 两 种 : 全 称 量化 和 存在 量化 . 如 D 中 任意 x 有 P(xz), 即 “任意 自然 数 是 素数 ”,D 中 存在 
x 有 P(rz), 即 有些 自然 数 是 素数 ”, 它 们 都 是 命题 了 . 

把 表示 个 体 数 量 特征 的 词 称 为 量词 (quantifier) ,常用 的 量词 有 : 全 称 量词 V (universal 
quantifier) 和 存在 量词 3 (existential quantifier). 全 称 量 词 V 相当 于 “任意 ”、“ 全 部 ”、“ 所 
有 ”每 一 个 ”一 切 "等 ,存在 量词 相当 于 “有 些 ”…“ 某 些 ”“ 有 的 ”存在 ”至 少 有 一 个 ” 
等 . 本 书 不 涉及 存在 唯一 量词 3 !. 

现在 的 量化 仅 对 个 体 进 行 , 不 对 谓词 进行 ,因而 称 为 一 阶 谓词 逻辑 . 

2. 量词 的 使 用 

首先 注意 ,量词 单独 使 用 是 没有 意义 的 ,量词 的 后 面 一 定 要 跟 个 体 变 元 ,如 Vx, Vy,…， 
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了 zz, 导 y,… ,所 以 我 们 总 是 不 区 分 V 与 Vz, 了 与 3z,Vz 或 了 zz 是 一 个 整体 . 量词 后 面 所 跟 的 
个 体 变 元 称 为 指导 变 元 . 例如 ， 

VzP(Cz): 任意 元 素 x 都 具有 性 质 P; 

393xP(x): 存在 元 素 x 具有 性 质 P; 

Vr YyG(zx，,y): 对 于 任意 元 素 x 和 yy 都 具有 关系 G; 

Vx 3yG(zx,y): 对 于 任意 元 对 x ,存在 元 素 y,X 和 >y 有 关系 G; 

jx YyG(x,y): 存在 元 素 x, 对 于 任意 元 素 y,x 和 >y 有 关系 G; 

了 zjgyGGCz,y): 存在 元 系 x 和 yy 有 关系 G. 

右 将 命题 限 数 中 的 所 有 个 体 变 元 都 进行 了 量化 , 则 得 到 一 个 命题 ,否则 不 是 命题 . 如 
VzGGCz,y) 表 示 对 于 任意 元 素 x 和 元 素 y,z 和 yy 有 关系 G, 由 于 元 素 y 可 以 是 任意 指定 的 
个 体 , YzG(Cz,y) 是 一 个 与 > 有关 的 命题 晒 数 . 

3. 量词 与 个 体 域 

量词 是 对 个 体 变 元 进行 量化 ,所 给 的 个 体 域 D 至 关 重 要 . 同一 个 市 量词 的 命题 ,如 
Vz3JyGGzyy), 而 GCCzyy): 二, 则 在 目 然 数 集合 N 中 ,Vz JJyGGCzy,y) 表 示 没 有 最 小 的 目 
然 数 ,是 假 命 题 , 而 在 整数 集合 Z 中 ,Vz 9yG(zr,y) 表 示 没 有 最 小 的 整数 ,是 真 命题 . 

可 以 按 个 体 域 D=N,P(Cz): 工 是 素数 ,G(Cz,y): xz 二 yy, 去 理解 上 小 节 关 于 量词 的 使 用 ， 
特别 是 多 重量 词 的 使 用 . 

前 面 已 经 说 明 ,全域 D 是 默认 个 体 域 . 对 于 给 定 的 个 体 域 D, 请 注意 区 分 下 列表 达 式 的 
不 同 含义 : 

(1) YVzP(z) 表 示 任 意 DD 中 元 素 x 具有 性 质 P. YrP(x) 是 命题 , 当 DD 中 任意 元 素 x 都 
具有 性 质 P 时 是 真 命题 ,否则 是 假 命 题 . 

(2) P(xz) 表 示 D 中 元 素 x 具有 性 质 P. P(x) 是 命题 限 数 . 

(3) 了 3zPCz) 上 断定 至 少 存 在 了 中 一 个 个 体 x 具有 性 质 P ,至 于 是 哪 一 个 个 体 没 有 给 出 . 
jxP(zx) 是 命题 , 硅 D 中 至 少 有 一 个 个 体 具 有 性 质 P 时 是 真 命题 ,否则 是 假 命题 . 

(4) P(a) 表 示 D 中 个 体 常量 a 具有 性 质 P. P(a) 断 定 元 素 a 具有 性 质 P,P(a) 是 命题 ， 
其 真 假 值 由 元 素 a 决定 .显然 ,P(a) 真 则 xP(x) 真 ,但 3xP(x) 真 不 能 得 出 P(a) 真 . 

4. 量词 的 辖 域 .约束 变 元 与 自由 变 元 

右 令 PCz): 工 是 人 ,DCz): 工 是 要 死 的 , 则 "所 有 的 人 都 是 要 死 的 > 可 以 表示 为 
VzCPGCz) 一 DCz)), 这 时 Vz 的 作用 或 管辖 范围 为 PCz) 一 DCz), 其 中 两 次 出 现 的 zx 是 约束 
变 元 . 

厂 令 Q(z): x 是 有 理 数 ,R(z): x 是 实数 , 则 “有 些 实 数 是 有 理 数 ” 可 以 表示 为 
了 zGCRCz) 和 人 Q(z)), 这 时 3x 的 作用 或 管辖 范围 为 RRCz) 入 Q(x), 其 中 两 次 出 现 的 xz 是 约束 
变 元 . 

量词 Vz 或 了 xz 的 作用 或 管辖 的 范围 称 为 Vz 或 3x 的 作用 域 或 辖 域 (scope) , 辖 域 内 的 
个 体 变 元 xz 称 为 约束 变 元 (bound variable). 硅 量 词 后 有 括号 , 则 括号 里 面 的 部 分 是 其 辖 域 . 
例如 在 VzCP(Cz) 一 DCz)) 中 P(x) 一 D(z) 是 VYz 的 辖 域 ,两 次 出 现 的 xz 是 约束 变 元 ;大 没有 
括号 , 则 与 量词 相 邻 的 部 分 是 辖 域 . 如 3xP(x) 中 3z 的 辖 域 是 P(x),P(x) 中 的 xz 是 约束 变 
元 . 特别 注意 ,在 Vz 导 9yG(z,y) 中 ,jy 的 辖 域 是 G(x,y) ,而 Vz 的 辖 域 是 jyG(x,y). 

不 受 任何 量词 约束 的 变 元 称 为 自由 变 元 (free variable). 例如 VzGGCzyy) 中 的 yy, 它 不 受 
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Vz 的 约束 ,这 时 G(x,y) 中 的 y 是 自由 变 元 . 

请 自己 分 析 3zGCRCz) 和 Q(z)) 与 3xXR(x) 人 Q(z) 的 不 同 之 处 . 

5. 约束 变 元 与 自由 变 元 的 改名 (rename) 

对 于 第 4. 1. 2 小 节 中 的 “所 有 人 都 是 要 死 的 ”, 也 可 以 VYy(P(y) 一 D(y)), 或 Vz(P(z) 一 
D(z)), 这 说 明 可 以 对 约束 变 元 改名 . 同样 可 以 对 自由 变 元 改名 ,如 YrG(x,y) 中 G(x,y) 里 
出 现 的 y 可 以 改 成 z,w,t 等 ,就 是 不 能 改 成 过 ,否则 自由 变 元 改 成 了 约束 变 元 ,又 如 了 zR 
(zx) 和 Q(z) 中 在 QGCz) 里 面 出 现 的 过 可 以 改 成 ,zx 等 . 

这 与 定 积分 与 积分 变量 无 关 是 类 似 的 , | FCz)dz = | FCy)dy 

之 所 以 要 改名 ,一 是 为 了 避免 同一 个 个 体 变 元 既是 约束 的 又 是 和 目 由 的 ;二 是 为 了 方便 后 
面 计 算 谓 词 公 式 的 范式 . 

注意 ”在 对 个 体 变 元 改名 时 ,中 将 量词 辖 域 中 某 约 束 变 元 及 相应 的 指导 变 元 改 成 本 辖 
域 中 未 曾 出 现 过 的 (约束 或 自由 ) 个 体 变 元 ,其 他 个 体 变 元 不 变 ; 加 某 自由 变 元 全 部 改 成 同 
一 个 与 出 现 的 其 他 所 有 个 体 变 元 不 同 的 个 体 变 元 . 


4.1.4 盯 词 
要 把 如 * 张 三 的 父亲 ?“ 两 个 数 的 平方 和 ?等 表示 出 来 ,就 要 用 男 数 ,在 谓词 逻辑 中 习惯 
称 为 函 词 (function ). 


设 个 体 域 D 为 所有 人 组 成 的 集合 ,f(z): 工 的 父亲 ,; 则 ff 是 D 上 ( 即 D 到 DD) 的 1 元 隔 
数 . 令 D = 二 R,f(rz,y)= 二 7T 十 y , 则 ff 是 D 上 ( 即 DD 到 DD) 的 2 元 也 数 . 


站 题 4.1 


1. 对 于 命题 “3 是 素数 ”, 列 举 出 3 个 个 体 域 . 

2. 分 别 在 整数 集合 Z 和 实数 集合 R 中 ,确定 命题 “所 有 整数 是 有 理 数 ” 中 的 谓词 . 

3. 找 出 下 列 原子 命题 中 的 个 体 和 常量 、 谓 词 . 量 词 及 孔 词 ,并 用 符号 分 别 表 示 出 来 . 

(1) 小 赵 是 工人 . 

(2) 张 三 的 父亲 是 李 四 . 

(3) 一 3 是 有 理 数 . 

(4) 米 户 喜欢 跑 足 球 . 

(5) 所 有 有 理 数 是 实数 . 

(6) 有 些 实 数 是 有 理 数 . 

(7) 北京 举办 2008 年 奥运 会 . 

(8) 每 个 人 部 要 锻炼 导体 . 

4. 用 E(Cz,y): 工 选修 ,其 中 过 所 在 个 体 域 为 班 上 全 体 同 学 组 成 的 集合 ,> 所 在 个 体 
域 为 所 有 开设 的 计算 机 课程 组 成 的 集合 ,用 命题 分 别 表示 : 


(1) Vz jdyE(x,y); (2) Vr VyE(x,y); 
(3) dz dyE(x,y); (4) dz VyE(zx,y); 
(5) Vy jdzE(zx,y); (6) Vy VrE(xr,y); 
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(7) jy drxE(x,y); (8) dy VrE(xr,y). 

5. 分 别 指出 下 列 各 式 中 各 量词 的 辖 域 及 个 体 变 元 的 约束 情况 . 
(1) Vr(P(r)V dyR(y))>Q(z). 

(2) Vx dy(P(zx,y) 人 QGCy,z)) MN dzrP(zr,y). 

(3) VzCPCz) 人 3dJzQGCz))VCVzPCz) 一 QCZ) )， 

(4) Vz Vy(R(z,y)VL(z,y)) NdrS(zr,y). 

6. 对 了 3zP(Cz)A3zQGz) 中 3zQGz) 的 约束 变 元 zx 改名 . 

7. 对 Vz(CP(Cz,y)A3yQGzy)) 中 的 目 由 变 元 yy 改名 . 


4.2 谓词 公式 及 命题 的 符 所 化 


4.2.1 谓词 公式 


谓词 公式 (predicate formula) 简称 公 式 , 同 命题 公式 一 样 采用 的 是 递归 定义 .通过 例子 
给 出 谓词 公式 的 定义 . 

1. 对 应 任意 自然 数 ”元 谓词 已 和 7 个 任意 个 体态 ,ti,…,t,,P(ti,t;,…,t,) 是 谓词 

公式 

n 个 任意 个 体 ti,t,,…,t, 是 指 1;(1 志 i 过 nn) 可 以 是 个 体 常量 个体 变 元 ,也 可 以 是 用 王 
词 表 示 的 个 体 和 常量 或 个 体 变 元 ,这 些 1;(1 三 i 三 nn) 称 为 项 (term). 

耕 nn 二 0,P(ti,ts，…,t,) 表 示 个 体 常量 1.0 或 命题 变 元 . 

用 p: 3 放 > 2;O(x): 工 是 年 老 的 ;G(x,yy): Xy;I(f(zx),y): 工 的 父亲 是 y;E(a,y): 
a 二 y 等 ,这 时 p,O(z),G(zx,y),I(f(x),y) ,El(a,y) 都 是 谓词 公式 . 

2. 若 A 是 谓词 公式 , 则 一 A 是 谓词 公式 

用 a: 小 赵 ,W(z): 工 是 工人 , 则 “小 赵 不 是 工人 ”表示 为 了 ~W(a), 了“W(a) 是 谓词 公式 . 

用 P(x): zz 是 素数 , 则 一 P(x) 是 谓词 公式 . 

3. 若 A 和 B 是 谓词 公式 , 则 A x* B 是 谓词 公式 ,其 中 * 是 2 元 逻辑 联结 词 

以 Q(z): 工 是 有 理 数 ,R(x):; 工 是 实数 , 则 RG(zX) 人 人 Q(z),Q(x) 一 R(x) 等 是 谓词 公式 . 

以 BCz): 工 是 男生 ,GCCz): 工 是 女生 , 则 BCz)SCGCz) 是 谓词 公式 . 

4. 若 A 是 谓词 公式 , 则 Yx4, jx4 是 谓词 公式 

例如 ,QCz): 工 是 有 理 数 ,RGz): 工 是 实数 , 则 3 了 JzGCRCz) AQCz))，VYzCQCz) 一 人 (Zr)) 等 
是 谓词 公式 . 

各 GCCzyy): Z>>y 则 3JyG(Czy,y) 及 VzdJyGGzyy) 等 是 谓词 公式 . 

5. 有 限 次 使 用 上 面 的 1. 一 4. 得 到 的 符号 串 是 仅 有 的 谓词 公式 

显然 ,一 VzCRCz) 一 QCz)),VzyyCPGzy) 人 QCy,z)) 人 了 zPCvy,z) 等 是 谓词 公式 . 

跟 命 题 公 式 的 理解 一 样 ,只 要 是 书写 正确 .意义 清楚 的 符号 串 或 表达 式 是 谓词 公式 . 由 
于 在 (1) 中 规定 了 命题 常量 和 命题 变 元 是 谓词 公式 ,所 以 命题 公式 是 谓词 公式 . 

通 篆 ,将 不 含 自 由 变 元 的 谓词 公式 称 为 闭 (closed) 公 式 ,否则 称 为 开 (open) 公 式 . 


4.2.2 命题 的 符号 化 


与 命题 逻辑 中 命题 的 符号 化 不 同 ,我 们 是 在 谓词 逻辑 或 一 阶 逻 辑 中 将 命题 符号 化 , 它 要 
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求 必须 使 用 谓词 . 

在 谓词 逻辑 中 将 命题 符号 化 ,首先 找 出 所 给 命题 中 的 所 有 个 体 和 常量 ,并 用 a ,b,c,… ,a;， 
b;,ci;，… 表 示 ; 其 次 是 确定 在 给 定 个 体 域 中 应 该 选用 的 所 有 谓词 ,特别 注意 特性 谓词 的 选取 
再 其 次 是 确定 量词 :再 次 确定 男 词 ;最 后 通过 找 出 联结 词 ,将 所 给 命题 符号 化 . 

在 谓词 逻辑 中 将 命题 符号 化 是 本 草 重 点 内 容 之 一 ,这 种 形式 化 方法 和 技巧 在 软件 测试 、 
软件 工程 及 软件 理论 等 研究 中 是 至 关 重 要 的 . 

再 看 下 面 的 例子 . 

【 例 4-1】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 小 孙 选 修 模 糊 数 学 或 人 工 知 能 课程 . 

(2) 米 户 教练 是 年 老 的 但 是 健壮 的 . 

解 (1) 用 a: 小 孙 ,F(x): 选修 模糊 数学 ,A(x): x 选修 人 工 智能 , 则 原 命 题 符号 化 
为 F(a)V Ala). 

(2) 用 0: 米 卢 ,O(Cz): 工 是 年 老 的 ,SCz): x 是 健壮 的 , 则 原 命题 符号 化 为 O(5) 人 S(O0). 

【 例 4-2】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 所 有 有 理 数 是 实数 . 

(2) 有 些 实 数 是 有 理 数 . 

解 令 RCz): 工 是 实数 ,QGCz): 工 是 有 理 数 , 则 

(1) VzCQCz) 一 及 (Z) ). 

(2) dz(R(z) AQ(z)). 

注意 ”在 命题 符号 化 而 不 是 一 般 地 讨论 谓词 公式 时 ,(1) 不 能 符号 化 为 Yi(Q(x) 人 
R(x));(2) 不 能 符号 化 为 JT(R(X) 一 Q(x)), 只 要 把 谓词 公式 Yi(Q(zX) 八 R(X)) 和 和 
jx(R(xX) 一 Q(x)) 表 示 的 意义 用 文字 表达 出 来 就 明显 了 . 

【 例 4-3】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 每 个 人 都 有 目 己 的 爱好 . 

(2) 有 的 整数 不 是 自然 数 . 

解 (1) 用 P(x): x 是 人 ,H(zx): x 有 自己 的 爱好 , 则 原 命题 符号 化 为 

Vr(P(zx) — H(z)) 
(2) 用 N(x): 工 是 自然 数 ,Z(x): x 是 整数 , 则 原 命 题 符号 化 为 
= AA 二 用 (入 

【 例 4-4】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 没有 一 个 自然 数 大 于 等 于 任意 目 然 数 . 

(2) 存在 唯一 的 偶 素 数 . 

解 (1) 用 NGCz): 工 是 目 然 数 ,G(Cz,y): XxX 三 y, 则 原 命 题 人 符号 化 为 

7jJzXN(r)A Vy(N(y) — G(r,y))) 
(2) 用 E(x): x 是 偶数 ,P(x): 工 是 素数 ,I(z,y): x 二 y, 则 原 命题 从 号 化 为 
Jrx(E(x) A P(x) A Vy(E(y) A P(y) —> I(x,y))) 
【 例 4-5】 在 谓词 逻辑 中 ,将 命题 “经 过 两 个 不 同 的 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ”符号 化 . 
解 用 PCz): 工 是 点 ,LCz): 工 是 线 ,ECzyy): zx 一 y,RCzyyz):zx 通 过 z 和 >, 则 原 命 
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题 符 号 化 为 
VYZzVyCPCzr) APCy) A TE(r,y)— jz(L(z) 人 民 Czyyyz) 
A Vm(CLCw) A R(r,y,w) — E(z,w)))) 

【 例 4-6】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命 题 符 号 化 . 

(1) 没有 最 大 的 素数 . 

(2) 并 非 所 有 的 系数 都 不 是 偶数 . 

(3) 任意 大 于 4 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 (这 是 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 : 1 十 1 = 2). 

解 用 P(x):; x 是 系数 ,E(x): x 是 偶数 ,Ol(x):; 工 是 厅 数 ,G(x,y): XxXy,F(x): 二 
4, f(zx,y)=z+y,TI(zr,y): r=y, 则 : 

(1) -drz(P(zx) A Vy(P(y) 人 一 TGzyy) 一 CCZyy))). 

(2) 一 Vzr(P(zx)—> 7 E(x)). 

(3) Vz(F(x) AE(xzx)— jy jdz(O(y) AO(z) NAP(y) AP(z) MI(z, f(y,z)))). 

【 例 4-7】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 只 有 总 经 理 才 有 秘书 . 

(2) 任何 驯服 的 马 都 受过 展 好 训练 . 

解 (1) 用 M(x): xz 是 总 经 理 ,S(x): x 有 秘书 , 则 原 命题 符号 化 为 

Vr(S(r) 一 MGCZz)) 
(2) 用 互 (Cz): 工 是 马 ,TGz): 工 是 驯服 的 ,W(Cz): 工 受过 良好 训练 , 则 原 命题 符号 化 为 
Ye T(r WU) 

注意 ”命题 的 符号 化 是 没有 止境 的 .例如 在 例 4-7(1) 中 ,还 可 以 对 “总 经 理 ”“ 秘 书 ” 等 

进一步 符号 化 . 只 做 到 能 表明 命题 的 意思 ,满足 后 面 对 推理 有 效 性 讨论 要 求 就 可 以 了 . 


站 题 4.2 


1. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 
(1) 小 李 不 是 学 生 ,是 老师 . 
(2) 人 人 都 会 犯错 误 . 
(3) 有 些 大 学 生 是 体育 爱好 者 . 
(4) 凡是 老虎 都 是 要 吃 人 的 . 
(5) 不 可 能 每 位 研究 生 都 是 科研 人 才 . 
(6) 任意 整数 不 是 偶数 就 是 奇数 . 
(7) 每 一 个 大 学 生 都 钦佩 某 位 老师 . 
(8) 有 些 大 学 生 不 喜欢 《超级 女声 》. 
(9) 姚明 是 NBA 球员 ,杨利伟 去 过 太空 . 
(10) 不 管 黑 猫 日 猫 , 抓 住 老 鼠 就 是 好 猫 . 
2. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命 题 . 
(1) 每 个 人 都 是 专家 且 是 教师 . 
(2) 有 些 人 是 青年 人 . 
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(3) 有 些 人 是 青年 专家 . 

3. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命 题 . 

(1) 目 然 数 都 是 整数 . 

(2) 整数 都 是 有 理 数 . 

(3) 有 的 整数 不 是 自然 数 . 

(4) 有 的 有 理 数 不 是 整数 . 

(5) 自然 数 都 是 有 理 数 并 且 存 在 既 不 是 自然 数 又 不 是 整数 的 有 理 数 . 
4. 假定 个 体 域 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 
(1) 每 个 喜欢 步行 的 人 都 不 喜欢 坐车 . 

(2) 每 个 人 或 者 喜欢 骑 自 行车 或 者 喜欢 坐车 . 

(3) 并 非 每 个 人 都 喜欢 骑 目 行车 . 

(4) 有 些 人 不 喜欢 步行 . 

5. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命 题 . 

(1) 所 有 牛 都 有 角 . 

(2) 有 些 动 物 是 牛 . 

(3) 有 些 动物 有 角 . 

6. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 

(1) 乌 会 飞 . 

(2) 猴子 不 会 飞 . 

(3) 猴子 不 是 乌 . 

7. 假定 个 体 域 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 
(1) 每 个 学 生 或 是 勤奋 的 或 是 聪明 的 . 

(2) 所 有 勤奋 的 人 都 会 有 所 作为 . 

(3) 并 非 每 个 学 生 都 有 所 作为 . 

(4) 有 些 学 生 是 聪明 的 . 

8. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命 题 . 

(1) 条 上 的 每 本 书 都 是 杰作 . 

(2) 写 出 杰作 的 人 都 是 天 才 . 

(3) 某 个 不 出 名 的 人 写 了 旧 上 的 某 本 书 . 

(4) 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 . 

9. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 

(1) 例子 比 马 龟 跑 得 快 . 

(2) 有 的 兔子 比 所 有 马 怨 跑 得 快 . 

(3) 并 不 是 所 有 兔子 都 比 乌 怨 跑 得 快 . 

(4) 没有 跑 得 同样 快 的 两 只 兔子. 

10. 使 用 谓词 将 “金子 是 办 光 的 ,但 闪光 的 未 必 是 金子 ”符号 化 . 


A 


4.3 谓词 公式 的 解释 及 类 型 


4.3.1 谓词 公式 的 解释 


谓词 公式 的 取 值 (1 或 0) ,取决 于 对 其 进行 的 解释 或 赋值 , 它 类 似 于 对 命题 公式 的 指派 ， 


其 重要 性 是 显而易见 的 .但 与 命题 公式 不 同 的 是 ,谓词 公式 的 解释 有 无 限 多 种 ,每 种 解释 
(Cinterpretation)T 由 下 面 5 部 分 组 成 ,结合 谓词 公式 Yr(P(z) 人 3yQ(f(zx,y),a)) Ar 进行 
说 明 . 


(1) 指定 个 体 域 D. 

个 体 域 D 可 以 是 有 限 集 合 , 也 可 以 是 无 限 集合 .为 了 方便 , 取 D= (1,2)}. 

(2) 对 于 谓词 公式 中 的 命题 变 元 指派 其 真 值 . 

在 谓词 公式 Yr(P(z) 人 jyQ(f(zx,y),a)) Ar 中 ,是 命题 变 元 ,可 取 > 一 1. 
(3) 对 于 谓词 公式 中 的 个 体 和 常量 及 其 目 由 变 元 解释 为 指定 个 体 域 D 中 的 元 系 . 


谓词 公式 中 的 个 体 常量 为 a, 应 解释 为 D 中 某 个 体 ， 如 5,， 它 表示 a 取 D 中 元 系 2; 对 


于 公式 中 的 目 由 变 元 z, 它 可 以 在 D 中 任意 取 值 ,但 对 它 进行 解释 时 ,还 得 要 任意 指定 DD 中 


一 个 元 素 : 如 二 


(4) 对 于 谓词 公式 中 的 困 词 解释 为 D 上 的 果 数 . 
在 谓词 公式 Vr(P(z) 人 AI3yQ(flr,yy),a)) Ar 中 ,ff 是 一 个 2 元 也 词 ,可 以 将 f 解释 为 


如 下 的 忆 上 的 2 元 因数 : 


f(l1,1) = 2， f(1,2)=1,， f(2,1) = 1,， f(2,2) = 2,， 


也 可 以 写成 大 5, 大 二 ,大 ， 人 全 这 种 形式 ， 


1 1 
(5) 对 于 谓词 公式 中 的 谓词 解释 为 D 上 的 谓词 . 
在 谓词 公式 Vz(CP(z) 人 3yQ(f(zx,y),a)) Ar 中,P 是 1 元 谓词 ,Q 是 2 元 谓词 ,对 请 


词 进行 解释 ,有 两 种 方式 : 


给 定 
Cl 


(D 根据 谓词 定义 ,可 以 将 Ta 解释 为 es 吃 是 素数 ,将 Q 解释 为 Q(X,Y): Le 
加 根据 命题 函数 的 定义 ,ee 

上 述 两 种 对 谓词 的 解释 方式 由, 忆 是 相同 的 . 

谓词 公式 在 任何 解释 工 下 都 会 取得 一 个 真 值 . 在 求 其 真 值 之 前 ,再 回忆 一 下 ,4.1 方 在 


个 体 域 吕 后 关于 YrxP(x) 和 xP(zx) 的 理解 .实际 上 , 奎 DD 为 有 限 集 合 : D= {di， 


，… ,dv ,请 记 住 下 面 两 个 消去 量词 的 逻辑 等 值 式 . 


VrP(x)= Pl(di) A P(d;,)A* MP(d,) 
jd xzP(x) = P(di)V P(d;)V*… V P(d,) 


因此 ， 


Vzr(P(z) A jyQ(f(rsy)sa)) 人 7 一 Vr(P(2)A jyQR(f(r,y),2)) 人 1 
RPR) 人 卫 yQ(f(r,y),2)) 一 ¥Yz3 yQ(f (r,s,y) ,2) 
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= Vrs ls2) VQ( (rR 2 
= DV 人 DD A 22229277 
= VT NECKCE YO 
=(0OV0)A(0OV0)=0 
再 看 一 个 例子 . 
【 例 4-8】 求 下 列 两 个 谓词 公子 
(1) VzCACz)VEBCz)); 
(2) VzAGCz)V VzB(Cz). 
在 给 定 解释 I: D 二 Z,A(z): 工 是 个 数 ,B(x): xz 是 奇数 下 的 真 值 . 
解 (1) 在 所 给 解释 I 下 , Vx(A(x)V B(x)) 表 示 “ 任 意 整数 是 偶数 或 奇数 ”是 真 命 题 . 
(2) 在 所 给 解释 工人 上, VrA(zx) 表 示 “ 任 意 整 数 是 侦 数 ”是 假 命 题 , YzB(z) 表 示 "任意 整 
数 是 奇数 ?是 假 命 题 ,于 是 VzA(Cz) V YrB(z) 在 所 给 解释 I 下 取 假 . 


4.3.2 谓词 公式 的 类 型 


【定义 4-1】 在 任何 解释 下 均 为 真 的 谓词 公式 称 为 永 真 式 或 有 效 式 (valid). 

下 面 的 例子 说 明 ,在 谓词 逻辑 中 是 如 何 证 明 一 个 公式 是 永 真 式 的 . 

【 例 4-9】 证 明 谓词 公式 VzA(z) 一 A(i) 永 贡 . 

证 ”任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 了 ,假定 YrxA(z) 在 该 解释 下 取 1, 则 对 于 任意 dED， 
A(qad) 取 1, 于 是 A() 为 1. 

【 例 4-10】 证 明 谓 词 公式 YrA(x)V VrB(zx) 习 Yr(A(z)V B(x)) 永 真 . 

证 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 I, 假定 VrA (xz)V VxB(z) 在 该 解释 下 取 1, 则 
VrA(z) 或 YrB(z) 取 1, 这 时 Vxr(A(z)VB(z)) 取 1, 因此 VYzAGCz)V VrB(x)> Yr(A(z) 
V B(x)) 永 真 . 

【 例 4-11】 证 明 谓 词 公 式 3xVYVyA(zx,y) 习 Vy jxA(rx,y) 永 真 . 

证 ”任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 了 ,假定 3x VyA (zx,y) 在 该 解释 下 取 1, 则 存在 wo € 
D, 对 于 任意 dED, 有 A(dosqd) 为 1, 所 以 VyjrxA(rx,y) 为 1. 

对 于 命题 逻辑 中 的 任何 永 真 式 , 如 (pp 一 dg) 和 pg, 分 别 用 任意 谓词 公式 A,B 去 全 部 替 
换 命 题 变 元 p ,g 所 得 到 的 谓词 公式 ,(A 一 B) 人 A 一 B 是 永 真 式 . 这 一 点 是 显然 的 . 

【定义 4-2】 至 少 存 在 一 种 解释 使 其 为 1 的 谓词 公式 称 为 可 满足 式 (satisfactable 
formula) ,否则 称 为 不 可 满足 式 或 矛盾 式 或 永 假 式 (contradiction). 既 存 在 取 1 的 解释 ,又 存 
在 取 0 的 解释 的 谓词 公式 称 为 中 性 式 或 偶然 式 (contingency). 

1936 年 丘 奇 CChurch) 和 图 灵 (CTuring) 分 别 独立 证 明了 : 中 性 谓词 公式 无 法 在 有 限 步 
内 判定 ; 永 真 (或 永 假 ) 谓 词 公 式 可 在 有 限 步 内 判定 . 


站 题 4.3 


1. 设 个 体 域 D={a,o,c} ,消去 下 列 谓词 公式 中 的 量词 . 
(1) VzP(x) 人 了 dzQ(Cz)， 
(2) Vz(CPCz) 一 了 yQCy) )， 
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(3) Vz dyR(z,y). 
(4) jdy VrR(zr,y). 
2. 对 于 以 下 谓词 公式 的 解释 . 
个 体 域 D= {1,2). 
个 体 常量 : 双 ,人 
函 词 f: 个 一, 全. 
POOL) POL2) Pl2,1) Pl252) 
1 “ 1 “ 0 °° 0 | 
分 别 求 下 列 谓 词 公式 在 上 述 解释 下 的 真 信 . 
(1) P(f(a),a) 人 PCFCO) ,OO). 
(2) jy VzPCy' 工 ). 
(3) Vz dy(P(f(zx), f(y))—>P(zr,y)). 
3. 求 下 列 两 个 谓词 公式 . 在 给 定 解释 I: D=Z,4(Cz): zx 是 偶数 ,B(x): x 是 奇数 下 的 
真 值 . 
(1) dz(A(xz) A B(xz)). 
(2 oA) RN deB(r). 
4. 设 个 体 域 D=Z, 定 义 如 下 谓词 NCz): 工 是 正 整数 ,P(z): x 是 素数 ,E(x,y): 
Zz 一 y,LCzy):Z<y,DCzy): X1y, 判 断 下 列 谓词 公式 在 上 述 解释 下 的 真 值 . 
(1) Vz (P(x)—> jdy(P(x) AL(xz,y) 人 DGzyy)))。 
(2) Vz(P(xr) Vy(P(y) NL(yy7)—> "DD(y,7))). 
(3) Vz(N(zx)—™> dy jdz(P(y) MP(z) 全 下 (yz) AD(y,z) A D(z,7x))). 
(4) dz(P(z) A Vy(P(YANTE(r,Y))) L(y,7)). 
5. 分 别 找 出 使 下 列 谓词 公式 取 1 的 解释 . 
(1 Vidy(P(fF(R (9 
(2) dzQCgGz)) 人 VyPGzyy). 
6. 分 别 找 出 使 下 列 谓词 公式 取 0 的 解释 . 
(1) VzAGCz,z) 一 了 yVzACzyy). 
(2) (dzP(2)—> JdyQ(y) A dyQ(y)—> drP(r). 
7. 证 明 谓词 公式 3z(A(Cz) VBCz)) 一 3zACz)V 3zB(Cz) 永 真 . 
8. 证 明 下 列 谓词 公式 永 真 . 
(1) VrA(xz)— jrA(z). 
(2) Vr VyA(z,y)> Vr dyA(zx,y). 
(3) Vr jdyA(zx,y)™> jr jdyA(l(zr,y). 
9. 设 个 体 域 D== {a,b) ,构造 使 Vz(ACz) 一 BCz))e>(3zACz) 一 VrzBCz)) 为 0 的 解释 . 
10. 给 出 使 以 下 谓词 公式 为 1 和 为 0 的 解释 . 
(1) dxrA(x)— YrA(z). 
(2) VznAGCzz) A VrjdyAlr,yy) A VrVyVz A(zr,y) 人 AGCy,z) 一 A 人 (zz)). 


谓词 P: 
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11. 给 出 使 以 下 谓词 公式 为 1 和 为 0 的 解释 . 
(1) 了 zxzAGCz) 一 A 人 (0). 

(2) VzVy(ACzyy) 一 A(Cy, 工 ) ). 

12. 给 出 使 以 下 谓词 公式 为 1 和 为 0 的 解释 . 
(1) Vxr(A(zx)™> dy(B(y) 人 CCzyy))). 

(2) Vr Vy(A(zr,y)—> 7 A(y,Xx)). 


— 


4.4 ”多 辑 等 值 的 谓词 公式 


4.4.1 谓词 公式 等 值 的 定义 


与 两 个 命题 公式 等 值 完全 类 似 , 有 

【定义 4-3】 设 A,B 是 谓词 公式 , 若 A 和 B 在 任何 解释 下 的 取 值 都 相同 , 则 称 A 和 
B 是 逻辑 等 值 的 , 记 为 A 二 B. 

显然 ,A 二 B 的 充 要 条 件 是 谓词 公式 A=B 永 真 . 

根据 命题 逻辑 中 的 等 值 式 容 易 得 到 一 些 谓 词 逻辑 中 的 等 什 式 . 例如 ,对 于 命题 变 元 p， 
gq, 有 pg 二 了 pVg; 因 为 (pqg) 呈 ( 了 pVg) 永 真 , 所 以 对 于 谓词 公式 A 和 忆 , 有 (A 一 B)*> 
(CAVB), 进 而 有 A-~B=”AVEB. 照 这 种 方式 ,可 以 得 到 很 多 谓词 逻辑 中 的 等 值 式 , 参 见 
3. 4 节 和 定理 3-5 和 定理 3-6 或 3.7 节 表 3-24. 


4.4.2 基本 等 值 式 


下 面 10 个 与 量词 有 关 的 等 值 式 是 谓词 逻辑 中 的 基本 等 值 式 . 

1. 量词 转换 

(1) -7 VzxrA(zx)= drx 7 A(z). 

(2) 7 jdzrA(z)= Vz 7" A(z). 

这 是 两 个 Vz 与 3z 相互 转换 的 等 值 式 . 

【 例 4-12】 举例 说 明 上 述 等 值 式 (1)、(2) 成 立 . 

解 ” 令 DD 是 全 班 所 有 同学 组 成 的 集合 ,A(x): xz 今天 来 上 课 , 则 “并 非 每 位 同学 今天 都 
来 上 课 ” 每 价 于 “有 同学 今天 没有 来 上 课 ”, “并非 有 同学 今天 来 上 课 ” 等 价 于 “每 位 同学 今天 
部 没有 来 上 课 ”. 

2. 量词 辖 域 的 收缩 与 扩张 

设 B 中 不 含 目 由 变 元 x, 则 有 

(1) Vz(ACz) AB)= VrA(x) 人 人 也. 

(2) Vr (A(x)VB)= YrA(x)VEB. 

(3) JJz(ACz) MAB)= jxrA(xr) AB. 

(4) jdzr(A(xr)VB)= jxrA(xr)VB. 

首先 要 说 明 的 是 ,A(x) 含 自由 变 元 zx, 而 B 中 不 含 自由 变 元 xz, 但 A(x) 和 B 都 可 能 合 
其 他 日 由 变 元 . 

就 (1) 来 说 ,左边 Vz 的 辖 域 为 A(x) 信 B, 右 边 Vz 的 辖 域 为 A(Cz), 从 左边 到 右边 量词 的 
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辖 域 收缩 了 ,而 从 右边 到 左边 量词 的 辖 域 扩张 了 . 

可 以 粗略 地 这 样 理解 ,因为 B 中 不 含 自 由 变 元 zx, 所 以 Vx 及 43x 对 B 都 不 起 作用 . 

(1) 的 证 明 : 对 于 任意 的 个 体 域 D 上 的 解释 1, 假 定 Yx(A(x) 入 B) 真 , 则 对 于 任意 
dED,A(d) 和 人 B 真 ,于 是 A(x) 和 B 都 为 真 ,所 以 VrA(zx) 和 B 取 真 ,因此 YrA(x) 八 B 真 . 
反 过 来 , 亦 成 立 . 

可 借助 下 面 的 例子 帮助 理解 上 述 4 个 等 值 式 . 例 中 D 表示 班 上 所 有 的 同学 ,A(x): x 
来 上 课 了 ,B: 小 是 是 班长 . 

【 例 4-13】 证 明 下 列 与 蕴涵 联结 词 有 关 的 4 个 等 值 式 , 其 中 B 中 不 含 自由 变 元 广 . 

(1) Vz(ACz) 一 B) 王 3zA(Cz) 一 了 B. 

(2) VZz(CB 一 A(z)) 王 BYVZzACZz). 

(3) Jzx(A(zx)—>B)= YrA(zx)—B. 

(4) JjJz(B—A(zxz))=B— jxrA(zx). 

证 ”只 证 (1) 和 (2) ,其余 留 作 练习 . 

Vr(A(zx)— B)= Yrx(7"A(x)VB)= VYx7"A(zx)VB 
"7jJzA(r)VB= jzxA(r)—B 
Vr(B— A(x))= Yrz(7BVA(zx))=7BV VrA(x)=B— VzrA(z) 

3. 量词 分 配 律 

(1) Vr(A(x) AB(zx))= YrA(r)AM VrB(z). 

(2) dzr(A(zx)VB(zx))= drA(r)V drB(z). 

首先 注意 ,VY 对 人 可 分 配 , 但 Yr(A(x)VB(z)) 关 YrA(x)V VzBCz) ,例如 若 令 D=Z， 
A(z): 工 是 偶数 ,BCz): 过 是 奇数 , 则 Vz(CA(Cz)VB(Cz)) 在 上 述 解 释 下 取 真 ,而 VzACz)V 
VzB(Cz) 在 上 述 解释 下 取 假 . 

同样 , 习 对 V 可 分 配 , 但 3x(A(x) 和 人 B(x)) 关 3xA(x) A3zBCz) ,例子 同上 . 

(1) 的 证 明 : 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 了 , 奇 Yx(A(x) 人 B(x)) 在 解释 了 取 真 , 则 任意 dE€ 
D,A(d) 人 AB(Cd) 取 真 , 进 而 Ad 和 BC) 都 为 真 , 于 是 VzA(Cz) 及 VzB(Cz) 为 真 , 所 以 VzACz) 入 
VzB(Cz) 取 真 . 反 过 来 , 行 YzA(Cz) 人 YzB(Cz) 在 解释 工 取 真 , 则 同样 有 Yz(CA(Cz) 人 B(x)) 为 真 . 

(2) 留 作 练 习 . 

下 述 例子 对 记 住 (1) 和 (2) 是 有 帮助 的 : 令 D= (全 班 同 学 ),A (zx):zx 会 唱歌 ,B(x): 
Z 会 跳舞 . 

4. 双重 量词 

(1) VzyyAGCzyy) 王 VyVzACzyy). 

(2) dr dyA(x,y)= jy drA(zr,y). 

显然 ,(1) 和 (2) 是 成 立 的 .例如 ,用 DD 表示 一 些 直线 组 成 的 集合 ,A(x,y) 表 示 x 平行 于 
y, 这 时 (1) 和 (2) 左 右 两 边 的 含义 是 相同 的 . 需 再 次 提醒 注意 , Vx jyA(Cz,y) 和 关 了 JyVzACzyy). 

【 例 4-14】〗】 证 明 VzVy(CACz) 一 BC(vy)) 王 了 zACzr) 一 VYyBCy). 

证 VrVy(A(rz)>B(y))= Vr Vy( 7 A(xr)VB(Yy)) 

=VYr(VYVy(7A(r)VB(y)))= Yr(7TA(r)V VYyB(y)) 
= Yr"A(r)V VyB(y)= 7 jdrA(r)V VyB(ly) 
一 了 JzACz) 一 VyB(Cy). 
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最 后 要 说 明 的 是 ,等 值 置换 定理 在 谓词 逻辑 中 仍然 成 立 . 
避 题 4.4 


1. 证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) 7 VrA(z)= jz 7 A(z). 

(2) -7 dzrA(z)= Yr 7 A(z). 

2. 证 明 下 列 等 值 式 , 其 中 B 中 不 含有 自由 变 元 广 . 

(1) Vr(A(zr)VB)= YrA(x)VEB. 

(2) dz (A(x) AB)= drA(x) AB. 

(3) dzr(A(x)VB)= jxrA(x)VB. 

3. 设 B 中 不 含 目 由 变 元 x ,证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) dzr(A(x)—B)= VrA(x)—B. 

(2) jdzr(B—>A(zx))=B—> jrA(z). 

4. 证 明 等 值 式 3x(A(x)V B(x))= IxA(x)V 3zB(Cz). 
5. 证 明 等 值 式 3z(A(z) 一 BCz)) 一 YVzA(Cz) 一 了 3zB(Cz). 
6. 证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) Vzyy(CACGz)VBCv)) 王 VzACz)V VyB(y). 

(2) dz dy(A(x) AB(y))= jdzrA(xz) 人 了 dyB(Cy). 

(3) 了 jz 了 JJy(AGCz) 一 BCy)) 王 VYzAGCz) 一 了 yBCy). 

7. 在 谓词 逻辑 中 ,下 列 各 谓词 公式 哪些 是 永 真 式 ? 给 出 理由 . 
(1) 了 zGACz) VBCz))e> jdrA(r)V jdrB(z). 

(2) 了 JJzACz) 人 VzBGCz)e> Vz(nAGCz) 人 BCGz))， 

(3) 了 ZzGCACZ) 一 BCZ))eCVZACZ) 一 刁 ZB(Cz)7)。 

(4) 了 zjJy(ACz) 一 BCy))e>(VZzACz) 一 了 yBCy)). 

8. 以 下 等 值 式 是 否 成 立 ,为 什么 ? 

(1) 了 z(GACz) 一 BCz)) 一 YrA(xz)— jzrB(z). 

(2) dz(A(x)—> VrB(z))= VrA(zr)—> VrB(z). 


4.5 谓词 公式 的 前 束 苑 式 


讨论 谓词 公式 的 标准 形式 是 很 有 意义 的 . 
本 广 讨论 谓词 公式 的 前 束 范式 . 实际 上 ,在 前 束 范式 的 基础 上 ,可 以 进一步 得 出 谓词 公 


式 的 Skolem 范式 ,进而 得 出 一 个 谓词 公式 永 真 ( 假 ) 在 有 限 步 内 可 判定 的 著名 结论 . 


4.5.1 谓词 公式 的 前 束 了 邯 式 的 定义 


【定义 4-4】 设 A 是 谓词 公式 ,者 A 二 QiriQz …Qz(… 了 …)(2z 二 0), 其 中 Q; 为 vy 


或 3,B 中 不 含量 词 , 则 称 QizQszs …Qz(… 卫 …) 为 人 A 的 前 束 范 式 (prenex normal 


form ) . 
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卫 观 地 理解 ,谓词 公式 的 前 束 范式 是 将 所 有 量词 放 在 最 前 面 ,去 作用 整个 B. 特别 注意 ， 
奢 A 二 YrP(z) 习 Q(z,y) 不 是 A 的 前 束 范 式 , 因 为 尽管 Vz 在 最 前 面 ,但 它 的 辖 域 是 P(x). 

当 n 二 0 时 , 即 A 中 无 量词 , 则 A 也 是 前 束 范 式 . 

显然 ,谓词 公式 A 与 其 前 束 范 式 是 等 值 的 . 


4.5.2 谓词 公式 的 前 束 范式 的 计算 


前 束 范 式 的 计算 步骤 如 下 . 
(1) 将 逻辑 联结 词 归 约 到 只 含 ”，A,V 的 谓词 公式 . 
因为 在 要 求 记 住 的 谓词 逻辑 等 值 式 中 ,没有 出 现 除 ”,，A,V 外 的 其 他 联结 词 . 
(2) 使 用 以 下 两 个 等 值 式 将 否定 联结 词 往 里 面 移 . 
QD TVrA(zr)= dr 7 Al(z). 
© -7 jrA(r)= Yr "A(z). 
(3) 使 用 等 值 式 将 所 有 量词 移 到 最 前 面 ,必要 时 使 用 改名 技巧 . 
【 例 4-15】 求 VzA(Cz) 人 VzB(Cz) 的 前 束 范 式 . 
解 VzxA(x) A VrxB(x)= Vr(A(x) 人 BCz)) 
【 例 4-16】 求 YrxA(z) 一 3xB(z) 的 前 束 范式 . 
解 VzA(Cz) 一 jzBCz) 王 ”VzAGCz)V jdrB(zx) 
= jr7"A(r)V 3 了 jzBGz) 王 3 了 Jz(n”AGCz)VEBGCz)) 
【 例 4-17】 求 3zACz) A 3zB(Cz) 的 前 束 范式 . 
解 jxA(x) A drxB(zx)= JrxA(xr) A dyBly) 
= jr(A(r) A dyB(y))= dr dy(A(xr) A Bl(y)) 
卫 接 求 3xA(x) A 3zBGz) 的 前 束 范 式 没有 等 值 式 可 用 ,采用 改名 的 技巧 就 可 以 利用 
等 值 式 了 ,但 要 求 前 束 范 式 中 的 量词 要 尽 可 能 地 少 . 
【 例 4-18】 求 3zFCy,z) 一 VYVyGCy) 的 前 束 范式 . 
解 3 了 JzF(Gvy'z) 一 VyG(Cy) 一 了 xzFGvy,z)V VyGCy) 
一 VzmFGy'Zz)V VyG(y)= VzCmECyZ)V VyG(y)) 
一 VzCnFGz)V VyGCy))( 对 自由 变 元 y 改名 ) 
一 Vzryy( nmEFEGtz)VGCy)). 


站 题 4.5 


1. 判断 下 列 谓词 公式 是 否 是 前 束 范式 . 
(C1) BB VrA(L). 

(2) VzA(Cz) 一 也 . 

(3) Vz(ACz) 一 已). 

(4) Vz(CACz) 一 了 yBCy)). 

LD ALTE. 


“ Ld0 


2. 求 下 列 谓词 公式 的 前 束 范式 . 

(1) Vr(A(x)™> jyB(z,y)). 

(2) dzxC™ dyP(Z53y) > ( dzQ(z)—R(z))). 

(3) 7 (VzrA(zx)— jy VzB(y,z)). 

(a4) IZACGTIY JzB(r)-™ rtA(r) VB(rY). 

3. 求 下 列 谓词 公式 的 前 束 范式 . 

(1) (7 jdrA(r)V VyB(y)) A (A(x)—> VzC(z)). 

(2) Vz(A(Cz) 一 (了 JzB(z) 一 了 yCCZzyy))). 

(3) VzCVy dzA(zr,y,z)— dzVu(B(r,z) VC(r,u,z))). 
(4) Vx Vy( dzA(z,y,z) A duBlr,u)—> dvB(y,v)). 


4.6 谓词 逻辑 中 的 推理 


4.6.1 逻辑 列 洒 式 


设 Hi ,日 ;,…, HH, 和 C 是 谓词 公式 , Hi, 日; ,… ,日 , 坊 C 的 含义 同上 章 3. 7 节 . 

显然 , 互 ; , 昌 ;,…, 昌 ,地 C 的 充 要 条 件 是 五; 和 A 互 :人 … 人 日 , 一 C 是 永 真 式 . 

首先 ,根据 命题 逻辑 中 的 逻辑 更 涵 式 可 以 产生 谓词 逻辑 的 逻辑 更 涵 式 . 如 在 命题 逻辑 中 
有 pq,p 庆 gq,; 则 (p 王 gq) 人 pq 水 具 , 对 于 谓词 公式 A 和 B,(A 一 B) 作 A>B 永 真 ,从 而 有 
A—B,A=>B. 

其 次 ,可 以 得 出 与 量词 有 关 的 一 些 逻 辑 列 涵 式 . 

【 例 4-19】〗】 证 明 YrA(x) 二 AQ). 

证 因为 由 4.3 节 例 4-9 知 , YrA(z) 一 A(z) 永 真 . 

【 例 4-20】 证 明 JxVyA(x,y) 过 Vy drA(zr,y). 

证 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 工 ,假定 3z VyA (zx,y) 在 解释 I 下 取 真 , 则 存在 
doEDD, 对 于 任意 gED, 均 有 A(Cd,d) 取 真 , 于 是 Vy 3zA(Cz,y) 在 解释 工 下 取 真 ,从 而 
drVyA(zr,y)SS Vy drA(zr,y). 

【 例 4-21】 证 明 届 9yVYrA(zx,y) 不 是 Vr jyA(zx,y) 的 有 效 结 论 . 

证 ” 设 个 体 域 D=R,A(Cz,y): xz>>y 十 3, 则 Vz yA(x,y) 表 示 “ 对 于 任意 实数 z, 均 存 
在 实数 ,使 得 zy 十 3”, 它 是 真 命题 ,而 了 3yVzA(Czy,y) 表 示 " 存 在 实数 y, 对 于 任意 实数 z， 
都 有 xz 二 yy 十 3”, 它 是 假 命 题 , 所 以 Vz gjy4A(Czyy) 一 了 yyVzA(Czyy) 不 是 永 真 式 , 因 此 
jy YrA(zx,y) 不 是 Vr jyA(zx,y) 的 有 效 结 论 . 


4.6.2 基本 推理 规则 


命题 逻辑 中 的 基本 推理 规则 可 以 很 方便 地 推广 到 谓词 逻辑 ,参见 上 章 3.7 市 . 
谓词 逻辑 中 有 两 个 非常 重要 与 量词 有 关 的 逻辑 蕴涵 式 . 
【定理 4-1】 下 列 逻 辑 缠 涵 式 成 立 : 
(1) VzAGCz)V VrB(r)> Yr(A(r) VB(z)). 
(2) dz(A(x) 人 BCz)) 之 了 rzACz) A dzrB(z). 
"3 


证 ”只 证 (2), (1) 留 作 练 习 . 

任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 I, 假 定 3x(A(x) ABCz)) 在 解释 工 下 取 真 , 则 存在 
do ED ,使 得 A(d,) 人 人 B(do) 为 真 ,这 时 A(4d。) 和 B(do) 为 真 , 进 而 3xA(x) 及 3xB(x) 在 解 
释 了 工 下 取 真 ,(2) 得 证 . 

同样 ,下 述 例子 对 记 住 (1) 和 (2) 是 有 益 的 : 令 D=={ 全 班 同学 ;,A(x): x 会 唱歌 ,B(x): 
Zz 会 跳舞 . 

【 例 4-22】 证 明 或 反驳 下 列 结论 . 

(1) 一 VzAGCz) 一 Yr 7 A(z). 

(2) jdzr(A(x)—>B(z))= drA(r)—> jrB(z). 

解 (1) 因为 -YrA(z) 二 3x 了 A(z), 而 显然 3x 了 A(zx) 不 能 推出 Vx 一 A(x). 例 如 ， 
设 个 体 域 D==ZX，A (zx):; xX 是 偶数 , 则 YrA (xz) 是 假 命 题 , 从 而 一 YrxA (zx) 是 真 命题 ,而 
Vx 一 A(x) 表示 “任意 整数 都 不 是 侦 数 ”, 它 是 假 命 题 ,因此 结论 YrA(z) 二 > Yr 了 了 A(x) 不 


成 立 . 
(2) 不 成 立 . 例如 , 令 个 体 域 DD 二 {1,2), 全 一 ,分 他, 一 中 ,这 时 因为 症 


B(2) 为 真 , 于 是 3z(ACz) 一 BCz)) 是 真 命题 ,而 A(1) 为 真 , 即 了 3zA(Cz) 为 真 , 但 3zB(Cz) 取 
假 , 所 以 3 了 3zACz) 一 3zBCz) 在 上 述 解 释 下 为 假 , 故 (2) 不 成 立 . 


4.6.3 ”谓词 逻辑 的 目 然 推理 系统 


谓词 逻辑 的 目 然 推 理 系 统 是 命题 逻辑 的 目 然 推理 系统 的 一 种 推广 . 初始 符号 增加 了 上 顶 
词 .谓词 .量词 ;谓词 公式 的 形成 规则 参见 4. 2 节 谓 词 公式 的 定义 ;没有 公理 ;基本 推理 规则 
增加 定理 4-1 中 两 个 逻辑 蕴涵 式 , 以 及 下 述 4 个 与 量词 有 关 的 基本 推理 规则 . 

我 们 以 最 简洁 的 方式 加 以 介绍 . 

1. 全 称 量 词 消 去 (Universal quantifier Specification ,US) 规 则 

(1) VzA(Cz). 

(2) A(Cc) (其 中 * 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 

2. 全 称 量词 产生 (Universal quantifier Generalization ,UG ) 规则 

(1) A(c)( 其 中 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 

(2) VrA(x). 

3. 存在 量词 消去 (Existential quantifier Specification,ES) 规 则 

(1) 了 zxzACz). 

(2) A(c)( 其 中 为 个 体 域 中 茶 个 体 ,c 在 其 前 面 原则 上 未 出 现 过 ). 

注意 由 了 zA(Cz) 推 出 A(c) ,要 确保 c 与 其 他 自由 变 元 无 关 , 参 见 例 4-27. 

4. 存在 量词 产生 (Existential quantifier Generalization ,EG ) 规则 

(1) A(c)( 其 中 为 个 体 域 中 茶 个 体 ). 

(2) JjJzxA(z). 

【 例 4-23】 证 明 共 格拉 底 三 段 论 推理 的 有 效 性 . 

证 用 ;: 苏 格 拉 底 ,PCz): 工 是 人 ,DGCz): 工 是 要 死 的 , 则 

Vr(P(r) — D(x)),P(s)SD(s) 
。 134 。 


(1) P(s) 上 


(2) VYz(P(xzx)—D(zx)) P 
(3) P(s)—D(s) US(2) 
(4) D(s) T(1)(3)1 


【 例 4-24】 用 构造 法 证 明 以 下 推理 : 
Vr(F(r)— G(X)), jrF(r) Sj G(xz) 


证 

(1) dzF (xz) I 

(2) Fc) ES(1) 
Cr > 

(4) F(c)—G(c) sk ) 
(5) G(e) T(2)(4)I 
(6) jzxG(r) EG(5) 


注意 (1)、(2) 与 (3)、(4) 的 顺序 不 能 颠倒 . (2) 中 F(c) 中 的 cc 是 某 个 体 ,(4) 中 Fl(c) 一 
G(Cc) 中 的 c 本 来 是 任意 个 体 , 现 取 为 (2) 中 出 现 的 c, 这 是 可 以 的 .但 反 过 来 就 不 行 . 
避免 这 种 错误 的 最 好 方法 是 像 上 面 的 证 明 过 程 一 样 , 先 消去 存在 量词 ,再 消去 全 称 
量词 . 
【 例 4-25】 用 构造 法 证 明 以 下 推理 : 
7jIzF(rx) A H(zr)), Vr(G(r) — H(r))> Vr(G(r) 一 F(x)) 


| 


证 

ORG BH(2)) P 

(2) Vxr( TF(X)V ® H(zx)) T(1)E 
(3) TF(c)V 一 五 (c) US(2) 
(4) H(c)—> 7 F(c) Lu 
(5) VYzGCGGCZz) 一 万 (Z)) 下 

(0 Re LCD) 
(Tr eI TEte) 1T(4)(6)I 
(BY Vallstr)-™ "FE(s)) UG(7) 


【 例 4-26】 设 个 体 域 DD 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 各 命题 ,并 用 
构造 法 证 明 以 下 推理 : 每 位 科学 家 都 是 勤奋 的 ,每 个 勤奋 且 和 号 体 健 康 的 人 在 事业 上 都 会 获 
得 成 功 , 存 在 身体 健康 的 科学 家 ,所 以 存在 事业 获得 成 功 或 事业 半途 而 废 的 人 . 

解 令 QGCz): 工 是 勤 香 的 , 瓦 (z): 过 是 健康 的 ,SCz): x 是 科学 家 ,C(x): x 是 事业 获 
得 成 功 的 人 ,F(zx): xz 是 事业 半途 而 废 的 人 , 则 

VlS(a PO WO 人 (OCS CO 
=> jr(C(r) V F(z)) 


CY dw(S(s7 A HGE)) 

(2 Se RH ES(1) 
(3) S(c) 工 (2) 
(4) H(e) | 


《有 下 


(6) St) USCtyy 

(7) Q(c) T0300)1 
(8) Q(c) AH(e) T(4)(7)I 
(9) VzrzGCQGCz) AH(r)—>C(r)) 已 

(10) Q(c) 人 五 (c) 一 CCc) US(9) 
(11) Cle) 1(8)(10)I 
2 CA VPC) T(11)I 
(13) 了 zGCCGCZ) VF(z)) EG(12) 


关于 多 重量 词 的 推理 ,需要 注意 的 问题 比较 多 ,请 参阅 有 关 文 献 *. 
【 例 4-27】 指出 下 列 推 理 步 骤 中 的 错误 . 


(1) Vx jy(zr>y) | 

(2) jy(c>y) US(1) 
(3) cd E02) 
(4) Vzx(zx>d) UG(3) 
(5) dyYz(z > yy) EG(4) 


解 (3) 错 .在 (2) 中 的 c 是 个 体 域 中 任意 个 体 ,实际 上 是 自由 变 元 , 当 由 (2) 消 去 存在 量 
词 3y 时 ,不 能 利用 ES 规则 . 换 句 话说 ,(3) 中 所 得 到 的 4 与 c 密切 相关 . 
已 经 有 例子 表明 , Vz jyA(Cz,y) 一 jyVzA(Cz,y) 不 是 永 真 式 . 


站 题 4.6 


证 明 VzA(Cz) 之 了 rzA(Cz). 
证 明 Jx VyA(x,y) 过 jx dyA(zx,y). 
证 明 YxrA(x)V VrB(z)> Yr(A(r)V B(z)). 
证 明 dxA(x) 一 YrB(zx) 二 Yr(A(r)>B(z)). 
斌 判断 下 列 谓词 公式 是 否 为 永 芮 式 , 给 出 理由 . 
(1) VzGACz) VBCz)) 一 VzACz) V VrB(z). 
2 ROAD NBRLA 
6. 证 明 或 反驳 下 列 结论 . 
(1) dzx("A(zrx)>B(zr))—> VrC(r)S Yr(B(r)>C(r)). 
(2) dr (A(zr)> VYyB(z,y))S 7 Vy jdrB(l(r,y)> YrA(z). 
7. 构造 下 列 推理 的 证 明 : 
VYzGEFCz) 一 GCC))，YZCRCZz) 一 GCCZ)) 一 YYZCRCzZ) 一 下 (Z))。 
8. 构造 下 列 推理 的 证 明 : Vz(CSCz) AW(zx)), 3zYCzr) 之 3 了 zCSCz) 人 AY(Cz)). 
9. 使 用 反 证 法 ,构造 下 列 推理 的 证 明 : 
Vzr(A(r)— TB(z)), Vr(B(r) V CCZ))，n VrC(r) 7 VY zrA (zr) 
10. 使 用 CP 规则 ,构造 下 列 推理 的 证 明 : 
了 GO VOLCQLZJ 下 (ZJ OO de) 


上 ~ 0 DD 一 


Ol 
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之 了 xzCEGCz) ASCz)) 一 卫 zF(Cz) 

11. 证 明 下 列 推理 的 有 效 性 : 所 有 有 理 数 是 实数 , 某 些 有 理 数 是 整数 ,所 以 某 些 实数 是 
整数 . 

12. 构造 下 列 推理 的 证 明 : 自然 数 都 是 整数 ,整数 都 是 有 理 数 ,有 些 有 理 数 不 是 整数 ， 
所 以 自然 数 都 是 有 理 数 ,并 且 存 在 既 不 是 自然 数 又 不 是 整数 的 有 理 数 . 

13. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 ,并 用 构造 法 证 明 以 下 推理 的 有 效 性 : 

所 有 和 牛 都 有 角 , 有 些 动物 是 牛 , 所 以 有 些 动物 有 和 角 . 

14. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命 题 ,并 用 构造 法 证 明 以 下 推理 的 有 效 性 : 

乌 会 飞 ,猴子 不 会 飞 , 所 以 猴子 不 是 乌 . 

15. 假定 个 体 域 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命 题 ,并 用 构造 法 证 明 
以 下 推理 的 有 效 性 : 

每 个 学 生 或 是 勤奋 的 或 是 聪明 的 ,所 有 勤奋 的 人 都 会 有 所 作为 ,并 非 每 个 学 生 都 有 所 作 
为 ,所 以 有 些 学 生 是 聪明 的 . 

16. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 ,并 用 构造 法 证 明 以 下 推理 的 有 效 性 : 

条 上 的 每 本 书 都 是 杰作 , 写 出 杰作 的 人 都 是 天 才 , 某 个 不 出 名 的 人 写 了 上 昌 上 的 某 本 书 ， 
所 以 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 . 


本 章 小 结 


1. 个 体 . 谓 词 .量词 和 函 词 

对 原子 命题 内 部 结构 及 其 逻辑 关系 进行 讨论 就 是 谓词 逻辑 , 这 些 讨论 涉及 人 集合、 映射、 
运算 和 关系 . 命题 的 考虑 对 象 称 为 个 体 , 个 体 所 在 的 范围 称 为 个 体 域 . 

表示 个 体 性 质 以 及 个 体 之 间 关 系 的 词 称 为 谓词 . 对 于 n(n 三 1) 元 谓词 PP,P(Cz ,zs ，…， 
ZX ) 是 命题 痕 数 . 

毕 用 的 量词 有 全 称 量词 Y 和 存在 量词 3 . 全 称 量词 Y 相 当 于 “任意 ”“ 全 部 ”“ 所 有 ”、“ 每 
一 个 ”“ 一 切 ” 等 ,存在 量词 了 相当 于 “有些 ”“ 某 些 ”“ 有 的 ”“ 和 存在 ”“ 至 少 有 一 个 ”等 . 量词 
Vz 或 3x 的 作用 或 管辖 的 范围 称 为 Vz 或 了 3z 的 作用 域 或 辖 域 , 辖 域内 的 个 体 变 元 zx 称 为 约 
束 变 元 . 不 受 任何 量词 约束 的 变 元 称 为 目 由 变 元 . 

表示 个 体 之 间 的 函数 关系 就 是 函 词 . 

重点 擎 握 量词 的 辖 域 , 能 区 分 约束 变 元 和 目 由 变 元 . 

2. 谓词 公式 及 命题 的 符号 化 . 

使 用 谓词 将 命题 符号 化 得 到 的 含义 正确 的 表达 式 就 是 谓词 公式 . 要 求 能 熟练 在 谓词 多 
辑 中 将 命题 符号 化 , 具体 步 又 . 

第 1 步 ” 找 出 所 给 命题 中 的 所 有 个 体 常 量 , 并 用 a,5,c,…,ai;,bi,ci，"… 表 示 ( 必 要 时 使 
用 函数 表示 ). 

第 2 步 首先 确定 在 给 定 个 体 域 中 应 该 选用 的 所 有 谓词 ,特别 注意 特性 谓词 的 选取 ;其 
次 确定 量词 . 

第 3 步 ”确定 孔 词 . 

第 4 步 通过 找 出 联结 词 ,将 所 给 命题 符号 化 . 


3. 谓词 公式 的 解释 及 类 型 

了 解 谓 词 公式 的 解释 工 : 

(1) 指定 个 体 域 D. 

(2) 对 于 谓词 公式 中 的 命题 变 元 指派 其 只 但 . 

(3) 对 于 谓词 公式 中 的 个 体 常量 及 其 日 由 变 元 解释 为 指定 个 体 域 D 中 的 元 素 . 

(4) 对 于 谓词 公式 中 的 困 词 解释 为 D 上 的 晒 效 . 

(5) 对 于 谓词 公式 中 的 谓词 解释 为 D 上 的 谓词 . 

会 计算 谓词 公式 在 给 定 解释 I 下 的 真 值 . 

在 任何 解释 下 均 为 真 的 谓词 公式 称 为 水 贞 式 或 有 效 式 . 至 少 存 在 一 种 解释 使 其 为 1 的 
谓词 公式 称 为 可 满足 式 ,否则 称 为 不 可 满足 式 或 矛盾 式 或 永 假 式 . 既 存 在 取 1 的 解释 ,又 存 
在 取 0 的 解释 的 谓词 公式 称 为 中 性 式 或 偶然 式 . 

4. 逻辑 等 值 的 谓词 公式 

设 A,B 是 谓词 公式 ,A 二 B 是 指 A 和 B 在 任何 解释 下 的 取 值 都 相同 . 

记 住 10 个 基本 谓词 公 式 等 值 式 , 特别 是 下 面 两 个 较 难 记 住 的 等 值 式 : 

(1) Vxr(A(xzr)AB(zr))= VrA(xzr) A VrB(z). 

(2) jdz(A(xz)VB(z))= drA(r)V jdzrB(z). 

5. 谓词 公式 的 前 束 范 式 


设 A 是 谓词 公式 , 厂 A=QixziQ x" QT B'. ) (nn 二 0) ,其 中 Q; 为 V 或 可 二 下 中 不 含 
量词 , 则 称 QQ QT" B…) 为 A 的 前 束 范式 . 


有 要求 熟练 掌握 谓词 公式 前 束 范 式 的 计算 ,计算 步骤 如 下 : 
第 1 步 将 逻辑 联结 词 归 约 到 只 含 ”， 人,V 的 谓词 公式 . 
第 2 步 使 用 以 下 两 个 等 值 式 将 否定 联结 词 往 里 面 移 . 
(1) -7 VrA(zx)= jr 7 A(z). 
(2) -7 drA(z)= Yrx "A(z). 
第 3 步 使 用 基本 谓词 公式 等 值 式 将 所 有 量词 移 到 最 前 面 ,必要 时 使 用 改名 技巧 . 
6. 谓词 逻辑 中 的 推理 
要 求 能 对 较 简 单 的 谓词 逻辑 中 推理 有 效 性 进行 构造 性 证 明 . 
重要 的 两 个 谓词 逻辑 蕴涵 式 : 
(1) VzA(Cz) V VrB(z)=> yz(ACz) VB(z)). 
(2) 了 Jz(ACz) 人 BCz)) 之 了 zxzAGCz) A jrB(zr). 
4 个 与 量词 有 关 的 基本 推理 规则 : 
上. US 规则 : 全 称 量 词 消去 规则 . 
(1) VzA(Cz). 
(2) A(c) (其 中 < 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 
.UG: 全 称 量词 产生 规则 . 
(1) A(c) (其 中 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 
(2) VzA(z). 
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于 .ES 规则: 存在 量词 消去 规则 . 
(1) 了 zxzA(Cz). 


(2) A(c) (其 中 < 为 个 体 域 中 某 个 体 ,c 在 其 前 面 原则 上 未 出 现 过 ). 


.EG 规则 : 存在 量词 产生 规则 . 
(1) A(c)( 其 中 为 个 体 域 中 某 个 体 ). 
(2) 了 zxA(Cz)， 


第 5 章 代数 结构 


接 下 来 将 介绍 代数 结构 的 一 般 内 容 以 及 第 见 的 几 种 代数 结构 , 它 是 一 种 用 代数 方法 建 
立 的 数学 模型 . 

代数 结构 简称 代数 , 它 是 抽象 代数 (Cabstract algebra) 或 近世 代数 (modern algebra ) , 不 
是 初等 代数 ,也 不 是 高 等 代数 , 它 始 于 19 世纪 初 ,形成 于 20 世纪 30 年 代 , 在 这 期 间 ,挪威 数 
学 家 N. H. Abel 法 国 数学 家 E. Galois . 瑞 国 数学 家 A. De Morgan 和 G. Boole 等 人 都 做 
出 了 杰出 的 贡献 . 

代数 结构 研究 由 一 般 元 素 ( 不 仅仅 是 数字 .符号 等 ) 组 成 的 集合 上 的 运算 ,以 及 运算 满足 
一 些 给 定性 质 的 数学 结构 的 性 质 . 

代数 结构 在 计算 机 科学 中 起 看 重要 作用 ,前 面 几 间 分 别 讨论 的 是 集合 代数 、 关 系 代 数 和 
逻辑 代数 . 实际 上 ,计算 机 系统 本 号 就 是 一 种 代数 结构 . 众所周知 ,利用 布尔 代数 可 进行 多 
辑 电 路 设计 的 分 析 和 优化 .利用 代数 结构 可 人 研究 抽象 数据 结构 的 性 质 与 操作 , 它 也 是 程序 
设计 语言 的 理论 基础 . 

在 本 革 讲 解 的 群 \ 环 、 域 是 根据 运算 及 其 所 满足 的 性 质 按 “ 代 数 结构 ”进行 分 类 的 , 格 和 
布尔 代数 是 根据 “ 序 结构 ”进行 的 讨论 ,它们 在 组 合计 数 、 代 数 编码 理论 、 形 式 语言 与 自动 机 
理论 等 学 科 中 都 发 挥 了 重要 作用 . 同时 ,代数 结构 的 研究 采用 的 是 形式 化 方法 ,对 于 培养 大 
家 的 抽象 思维 和 计算 思维 能 力 是 非常 有 用 的 . 


5.1 代数 结构 简介 


5.1.1 代数 结构 的 定义 


“代数 ”总 是 与 运算 联系 在 一 起 的 ,如 代数 式 、 代 数 和 代数 方程 以 及 代数 数 等 . 先 给 出 代 
数 的 定义 . 

【定义 5-1】 设 A 是 非 空 集合 ,所 ,fi,…,fi(k 宇 1) 是 A 上 的 代数 (封闭 ) 运 算 , 则 集合 
A 连同 其 上 的 代数 运算 记 ,f;,… ,fi 称 为 代数 结构 (algebra structure) 或 代数 系统 (algebra 
system) 或 个 称 代 数 (algebra), 记 为 (A, 记 ;fo…… ,fi) ,在 已 知 运 算 有 ,fo,… ,fi 的 情况 下 
可 价 记 为 A. 

对 于 代数 结构 (A, 户 , 户 ,…, 户 ) 的 理解 , 需 注意 以 下 几 点 : 

(1) A 多 6. 

(2) 有 ,fz2，… ,fr(k 之 1) 是 A 上 的 代数 (封闭 ) 运 算 ( 参 见 第 1 章 1.3 市 ). 

(3) 运算 及 ,fi，,… ,fi 在 代数 结构 中 是 有 顺序 的 . 实际 上 ,代数 结构 (A, 了, fs，…, ffi) 
是 一 个 (十 1) 元 组 . 

(4) 运算 f; 的 元 数 n;(1 三 1 三 上) 可 以 相同 ,也 可 以 不 同 . 
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【 例 5-1】 验证 下 列 集合 及 其 上 的 运算 构成 代数 结构 . 

(1) 实数 集合 R 关于 实数 的 加 法 运算 “十 ”:(R, 十 ). 

(2) 实数 集合 R 关于 实数 的 加 法 运算 “十 ”和 实数 的 乘法 运算 “。，”: (R, 十 ,。). 

(3) 集合 X 的 窒 集 P(X) 关 于 集合 的 并 “UU ”运算 .集合 的 交 “ 门 ” 运 算 和 集合 的 补 运 算 
et 2 

解 ” 根 据 代 数 结构 的 定义 很 容易 验证 (上 略 ). 

【定义 5-2】〗 (A, 所 ,fi，,…,fi) 是 代数 结构 ,大 A 是 有 限 集合 , 则 (A, 所 ,ff;，,…, fi) 是 
有 限 代 数 结构 ,否则 称 为 无 限 代 数 结构 . 

在 例 5-1 中 ,(1) 和 (2) 中 的 代数 结构 是 无 限 代数 结构 .在 (3) 中 , 奇 XX 是 有 限 集合 , 则 
(P(X),U,(, ) 是 有 限 代数 结构 ; 知 X 是 无 限 集 合 , 则 (P(X), UU, 门 , ) 是 无 限 代 数 
结构 . 


5.1.2 两 种 最 简单 的 代数 结构 : 半 群 及 独 异 后 


下 面 介 绍 两 种 最 简单 的 代数 结构 . 

【定义 5-3】 设 x* 是 非 空 集合 S 上 的 2 元 代数 运算 , 厂 * 满足 结合 律 , 即 对 于 任意 xx,y， 
zES, 有 (xxy)x*z 二 Tx (yxz), 则 称 (S, x ) 是 半 群 (semigroup). 

虽然 ,实数 集合 R 关于 其 上 的 乘法 运算 ”。 ”作成 一 个 半 和 群 (R,，). 

下 面 的 半 群 在 计算 机 科学 的 研究 中 有 看 重要 的 作用 . 

【 例 S-2】 设 三 是 右 干 个 字母 组 成 的 集合 , 称 为 字母 表 , 由 三 中 有 限 个 字母 组 成 的 序列 
称 为 > 上 的 串 ,不 含 任何 字母 的 串 称 为 空 串 , 记 为 4. 令 3 是 所 有 上 的 串 组 成 的 集合 ,其 
上 的 运算 为 3” 上 的 连接 运算 和 。”. 

任意 wa 王 sis SEE” ,B= 二 titso*…t;: ES” 有 as8 王 Sositit… 友 ,很 容易 验证 : (5*,°) 
是 半 群 . 

实际 上 ,5S 上 的 所 有 非 空 串 组 成 的 集合 51 ,关于 其 上 的 串 的 连接 运算 * 也 构成 一 个 半 和 群 
CR” a 

设 w= 二 51520…5s: EB3* , 则 称 串 w 的 长 度 为 &, 记 为 |lw| = 二 kk. 显然 , 厂 |a| = 二 ,1B|==s, 则 |aeB| = 
k= 

【定义 5-4】 设 * 是非 空 集 合 M 上 的 2 元 代数 运算 , 厂 * 满 足 结合 律 晶 M 关于 x* 逐 
元 e, 即 对 于 任意 zxEM, 有 zxe= 王 exz=z 则 称 (M,*,e) 为 独 异 点 (monoid) ,其 中 么 元 
e 是 一 个 独特 .奇异 的 元 和 素 . 

【 例 5S-3】 在 例 5-3 中 ,(S5*,。,4) 是 独 异 点 ,而 (3+ ,。) 不 是 . 

注意 

(1) 在 (3*,°。,4) 中 的 4 称 为 代数 常数 .代数 结构 中 的 代数 常数 可 以 不 止 一 个 ,例如 在 后 
面 将 学 习 的 布尔 代数 就 有 2 个 代数 常数 . 当然 也 可 以 没有 代数 常数 . 

(2) (5*,°。) 是 半 群 ,(S*,。,A) 是 独 开 点 ,它们 是 两 个 不 同 的 代数 结构 . 正 因 为 这 样 ,一 
个 最 好 的 处 理 方式 是 将 代数 常数 看 作 是 0 元 运算 ,(5” ,。,A4) 有 1 个 0 元 运算 (及 1 个 二 元 
运算 ) ,布尔 代数 有 2 个 0 元 运算 . 

因为 半 群 中 的 * 运算 满 足 结合 律 ,可 以 定义 元 素 a 的 正 整 数 方 蝴 性 (72 为 正 整 数 ) 
如 下 : 
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| 
a” =axax' xa(n 之 2) 
注意 ”元素 aw 的 正 整 数 方 短 a” 是 对 任意 具有 结合 性 的 运算 都 可 以 定义 .对 于 实数 集合 
个 

R 上 的 乘法 运算 ,很 容易 理解 ; 对 于 实数 集合 R 上 的 加 法 运算 十 ,a 二 a 十 a 十 … 十 4 二 na. 

显然 对 于 正 整数 7 和 7， 有 下 面 的 结论 : 

(1) a” * an 一 Qm 

(2) (a™”)"=a”™. 

因为 * 运 算是 S 上 的 封闭 运算 ,所 以 对 于 aES, 有 a”ES(ln 为 正 整 数 ). 

由 上 述 的 半 群 和 独 异 点 这 两 个 简单 的 代数 结构 可 知 , 特 殊 的 代数 绪 构 是 将 运算 满足 的 
条 件 作 为 公理 进行 定义 的 . 接 下 去 的 任务 是 从 这 些 公 理 出 发 推导 出 一 些 有 用 的 结论 , 它 对 
于 所 有 满足 给 定 公 理 的 代数 系统 者 成立， 先 看 一 个 关于 有 限 半 群 结论 的 推导 方法 ,更 多 的 
特殊 代数 结构 的 结论 的 推导 见 后 . 

【 例 5-4】 设 (S, x ) 是 有 限 半 群 , 则 (S, x ) 中 存在 虞 等 元 素 . 

证 取 a€5S, 显 然 对 于 任意 正 整 数 n, 有 a”"ES. 因为 SS 是 有 限 集合 ,所 以 存在 正 整 数 
i 和 j (不妨 设 ;一 疙 使 得 尾 一 必 . 

令 b=; 一 1 一 0, 显然 有 必 一 ax 已， 即 心 一 c2 x a’ ,进而 有 a’ 二 a? xaz(Vo 之 1). 

因为 p 三 1, 必 存在 正 整 数 满 足 kp 宇 j. 由 上 面 的 结论 ,有 a* 二 a? *a*. 应 用 该 结论 
kk 次 ,有 


CC 好 — ar? x a —— ar 关 (a? xa*) 一 CC22 关 Cl 好 一 。。 一 a x Cl 好 
今 b=a*e ,四 px 0 一 0， 即 b 就 是 有 限 半 和 群 (S， * ) 的 血 等 元 . 
5.1.3 子 代数 


讨论 代数 结构 ,一 种 常用 的 方法 是 根据 其 子 代 数 所 具有 的 性 质 去 推测 原 代 数 的 性 质 . 

【定义 5-5】〗 设 (A, 所 ,fs,…,fi) 是 代数 结构 ,名 了 关 SCA, 右 (S, 记 ,fi，…, fi) 是 代数 
结构 , 则 称 其 为 (A, 记 ,fi,…, fi) 的 子 代 数 (subalgebra), 可 记 为 (S, i,fo,… ,fi) 三 (A， 
;fz，… ,fi). 在 不 强调 运算 情况 下 简称 S$S 是 A 的 子 代 数 , 记 为 S 三 A. 

一 般 地 ,要 验证 S 是 否 是 A 的 子 代 数 ,只 要 验证 S 关于 A 中 运算 f1,f;,… ,fi 是否 封 
闭 即 可 . 

【 例 S-5】 在 例 5-1(2) 中 ,有 (Z, 十 ,。) 是 (R, 十 ,，。) 的 子 代 数 , 因 为 整数 集合 Z 关于 
加 法 运算 和 乘法 运算 是 封闭 的 . 

【 例 S-6】 由 本 书 第 1. 3 节 很 容易 知道 ,(Zs,…,1) 是 独 异 点 ,其 中 Zs 二 (10，1，2，3， 
4, 5,，6, 7}，. 是 模 8 的 乘法 运算 . 取 S={0,2,4), 这 时 S 关于 运算 "是 封闭 的 ,但 因为 
1KS, 即 S 关 于 Zs 中 的 0 元 运算 不 封闭 ,所 以 S 不 是 Zs 的 子 代 数 . 


5.1.4 代数 结构 的 同 态 与 同 构 


借助 于 映射 (函数 ) 可 以 讨论 两 个 代数 结构 之 间 的 关系 . 
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为 了 讨论 方便 , 先 给 出 下 面 的 定义 . 

【定义 5-6】 设 (A, 所 ,fo,… ,fi) 和 (B,gi,gs，…,gi) 是 代数 结构 ,车 f; 与 g; 有 相同 
的 运算 元 数 (1 硅 1) , 则 称 这 两 个 代数 结构 是 同类 型 的 . 

下 面 给 出 的 是 一 般 的 两 个 代数 结构 同 态 的 定义 ,针对 具体 的 重要 代数 结构 还 会 重新 给 
出 定义 的 . 

【定义 S-7】 设 (A, 所 ,fo,… ,fi) 和 (B,gi,g;，… ,gi) 是 同类 型 的 代数 结构 ,车 存在 po: 
AB 且 9 保持 所 有 运算 , 即 对 于 nn; 元 运算 ff; 和 gi;(l 夺 i 全 k), 有 

Pfixis Ta Tn )) = gi PT1) GT2) pTn)), VrisTx2 ,Ts EA 
即 先 (在 A 中 ) 运 算 再 映射 等 于 先 上 映射 再 (在 B 中 ) 运 算 , 则 称 9 为 (A, 有 i,f;,…,fi) 到 (B， 
81s82，"… ,84) 的 同 态 上 映射, 称 CA, 所 ,fio,…,fi) 和 (B,gi,g;，… ,gi) 同 态 (homomorphism). 

请 注意 同 态 映射 与 同 态 的 区 别 与 联系 ,参见 下 面 的 两 个 例子 . 

【 例 5-7】 对 于 代数 结构 (Z, 十 ,。) 和 (2Z ,十 , ，*，) (其 运算 参见 例 1-17) , 令 p: Z 一 
Z ,对 于 任意 XEZ,9p(X) 二 TCmod m). 证 明 : p 是 (Z, 十 ,。) 到 (Zz, 十 ，*%) 的 同 态 映射 . 

证 ”对 于 任意 zx,yEZ, 因 为 

p(X 十 y) = (ry (modm) = xr(modm)t,y (modm) = PC) p(y) 
p(XT* y= (ry (modm) = rr(modm) ny (modm) = p(X) p(y) 
所 以 ,gp 是 (Z, 十 ,。) 到 (Z, ,十 , ，*;) 的 同 态 映射 . 

【 例 5-8】 证 明 : 代数 结构 (5* ,。,4) 与 (N, 十 , 0) 同 态 . 

证 令 v: 3 一 N, 对 于 任意 XE23* ,p(x)==|z|. 对 于 任意 x,yE3* ,有 

p(T°y)=|zxz°y|=| zl 二 |y|= v(x) + vy) 

且 oC(4)= 二 14|==0, 所 以 oo 是 (53*,。,4) 到 (N, 十 , 0) 的 同 态 映射 ,于 是 (5* ,。,4) 与 
(N, 十 , 0) 同 态 . 

同 态 一 般 用 于 模型 向 化 .下 述 定理 说 明了 研究 代数 结构 同 态 映射 的 必要 性 . 

【定理 5-1】 设 2 是 代数 结构 (A, 所 ,fi,…,fi) 到 (B,g1,gzs，…,8g4) 的 同 态 映射 , 则 
(pg(A),gi ;82 84) 是 (B,gi,g2,… ,84) 的 子 代 数 , 称 (pg(A),gi,g:，… gs) 为 同 态 映 射 
9 的 同 态 像 . 

证 显然 ,p(A) 关 于 运算 gi1,g8;，,…,g4 封 财 , 于 是 有 P(A) 达 了. 

定理 5-1 说 明 , 同 态 像 是 (A, 记 ,fs,…,fi) 在 同 态 映射 下 的 缩影 ,因此 可 以 通过 对 较 简 
单 的 同 态 像 的 性 质 的 讨论 去 探测 其 原 像 (A, 记 ,fs,… ,fi) 的 性 质 . 下面 的 例子 可 以 进一步 
帮助 理解 同 态 像 是 如 何 对 原 代数 结构 进行 缩影 的 . 

【 例 5S-9】 很 容易 验证 ,代数 结构 (Z,，) 与 (B，*x ) 同 态 , 其 
中 “。” 是 ZZ 上 的 乘法 运算 ,B= 二 { 正 , 负 , 宕 ),B 上 的 运算 * 定 义 如 
表 5-1 所 示 . 

解 ”定义 o: ZB 如 下 ， 


下 ， 工 之 0 
9(X) 一 1 人 负 ， 工 二 0 
零 ， TT 三 0 
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对 于 任意 z,yEZ, 有 opCz。，y) 王 CCz)<*oCy), 因 此 ,代数 结构 (Z,，) 与 (8B,* ) 同 态 . 

在 例 5-9 中 ,p(Z) 王 已 将 整数 集合 上 乘法 运算 的 特征 完全 表示 出 来 了 . 

但 请 注意 ,两 个 同 态 的 代数 结构 之 间 可 能 存在 多 个 同 态 映射 , 请 目 己 举例 加 以 说 明 . 

下 面 给 出 的 是 一 般 的 两 个 代数 结构 ( 单 同 态 、 满 同 态 ) 同 构 的 定义 . 

【定义 5-8】 设 o 是 代数 结构 (A, 记 ,fs,…,fi) 到 (B,gi,gs，… ,gi) 的 同 态 映射 ， 

(1) 右 9 是 单 射 , 则 称 为 (A ,万 , 户 , ,fi) 到 (B,gi,g;，… ,gi) 的 单 同 态 映射 . 

(2) 右 92 是 满 射 , 则 称 为 (A ,万 , 户 …… 廊 ) 到 (B,si,s ,84) 的 满 同 态 映射 . 

(3) 若 p 是 双 射 , 则 称 og 为 (A, 所 ,fi,… ,fi) 到 (B,gi,gs，… ,gi) 的 同 构 映射 , 称 代 数 
结构 (A, 记 ,fo,…… fi) 与 (B,gi,g82，"… ,84) 同 构 (isomorphism), 记 为 

(A,fi, fs fi) (Bg ps" ps) 

由 定义 5-8 知 , 两 个 同 构 的 代数 结构 在 本 质 上 是 完全 相同 的 ,所 不 同 的 仅仅 是 集合 中 的 
元 素 符 号 可 能 不 同 , 其 上 的 运算 符号 也 可 能 不 同 , 参 见 下 面 的 例子 . 

【 例 5-10】 设 代 数 结构 (A, x ) 和 (了 ,十 ) 分 别 如 表 5-2 和 表 5-3 所 示 . 

表 5-2 表 5-3 


很 容易 验证 ,(A,*) 信 (了 B, 十 ). 
【定义 S-9】 设 p 是 代数 结构 (A,fi,fs,… ,fi) 到 (A, 有 fn , 六 ,fi) 的 同 态 ( 构 ) 映 射 ， 
则 称 9 是 (A, 记 ,fi;，…,fi) 的 自 同 态 ( 构 ) 映 射 . 


站 题 5.1 


1. 试 举 出 4 个 代数 结构 的 例子 . 
2. 对 于 表 5-4 给 定 的 集合 及 其 上 定义 的 运算 是 否 构 成 代数 结构 ,在 相应 的 位 置 填 “” 
(是 ) 或 “X”( 否 ). 


表 5-4 

’ | 
N | 
EE 
EE 
EE 


3. 设 (S,* ) 是 半 群 ,a€ 5S, 在 S 上 定义 运算 .如 下 : 
Vr,yE S,rT° y=rxXxaxy 
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证 明 : (S,。) 是 半 群 . 

4. 证 明 ; (ZZ, ,， ,1) 是 独 异 点 . 

5. 分 别 给 出 子 半 群 及 子 独 异 点 的 定义 . 

6. 设 p 是 仅 一 个 2 元 运算 代数 结构 (A,* ) 到 (B,。) 的 同 态 映射 , 则 

(1) 右 * 在 A 中 可 交换 , 则 * 在 g(A) 中 可 交换 . 

(2) 在 * 在 A 中 有 零 元 0, 则 * 在 wp(A) 中 有 零 元 9(9). 

7. 证 明 : 正 实 数 集合 R 关 于 乘法 运算 。 所 构成 的 代数 结构 (R+ ，。) 与 实数 集合 R 关 
于 加 法 运算 十 所 构成 的 代数 结构 (R, 十 ) 同 构 . 

8. 非 去 实数 集合 R 关于 乘法 运算 。 所 构成 的 代数 结构 (R* ，。) 与 实数 集合 R 关于 
加 法 运算 十 所 构成 的 代数 结构 (R, 十 ) 同 构 吗 ?为 什么 ? 

9. 设 代数 结构 (A,x* ) 和 (B,。) 中 的 运算 部 是 2 元 的 ,在 AXB 上 分 别 定 义 运 算 信 如 
下 : 对 于 任意 的 (xi ,yi1), (xz,y:)EAXB,， 

(Ziyyi)AGzzyyz) 一 (ZX yy1 °° y2) 

证 明 : (AXB,A) 是 代数 结构 , 称 为 (A, x ) 和 (B,。) 中 的 积 代数 . 


5.2 群 的 定义 及 性 质 


一 元 四 次 及 以 下 的 方程 有 求 根 公式 . 在 1826 年 由 24 岁 挪威 数学 家 Niels Henrik Abel 
(1802 一 1829) 证 明了 一 般 一 元 五 次 及 以 上 方程 aox" 十 aix” 十 … 十 az 十 am 二 0(ao 天 0， 
7 三 5) 不 可 能 根 式 求解 ,完全 解决 了 长 达 200 多 年 的 难题 ,并 着 手 研 究 能 用 根 式 求解 的 方 
程 的 特征 等 问题 , 连 当 时 的 数学 大 师 Gauss 也 未 能 理解 其 成 果 的 重要 意义 ,在 贫困 中 渡 过 
27 个 春秋 的 Abel 因 结 核 病 死 于 1829 年 4 月 6 日 ,三 天 后 迟到 的 柏林 大 学 数学 教授 聘书 

后 来 由 法 国 数学 家 Evarisfe Galois(1811 一 1832) 继 续 Abel 的 工作 ,考虑 哪些 方程 可 以 
根 式 求解 . 出 身 军 裕 、 才思 敏捷 的 Galois 用 根 的 置换 构成 的 群 等 知识 给 出 了 能 用 根 式 求解 
方程 的 条 件 . 文章 两 次 分 别 被 Cauchy 和 Fourier 遗失 ,而 Poisson“ 完 全 不 能 理解 ”,Galois 
曾 两 次 因 政 治罪 人 狱 并 于 1832 年 5 月 31 日 决斗 而 死 , 死 的 前 夜 将 结果 寄 给 了 他 的 朋友 . 
借助 于 Galois 的 人 研究 工作 ,还 可 以 证 明 自 公元 前 300 年 Euclid 开始 长 达 2000 年 的 限 用 圆 
规 下 尺 的 上 古 希腊 四 大 几何 作 图 难题 ; 将 任意 角 三 等 分 、 作 正 n 边 形 、 倍 立方 ( 求 作 一 个 立方 
体 使 其 体积 为 单位 立方 体 体 积 的 2 倍 ) 和 化 圆 为 方 ( 求 作 正 方形 其 面积 为 半径 为 1 的 圆 的 面 
积 r:r 是 超越 数 ) 是 不 可 能 的 . E. Galois 超越 时 代 的 天 才思 想 在 他 去 世 约 40 年 后 才 被 人 
理解 和 接受 , 正 是 由 于 他 的 奇特 思想 和 巧妙 方法 才 有 今天 的 近世 代数 , 即 代数 结构 . 

群 是 研究 相当 成 熟 的 一 种 代数 结构 ,其 研究 方式 是 根据 给 定 的 几 条 规则 去 人 研讨 其 性 
质 , 推导 过 程 是 在 符号 之 间 进 行 的 , 因此 是 一 种 形式 化 方法 ,各 种 各 样 的 逻辑 演算 系统 也 
是 采用 这 种 方法 . 这 种 形式 化 方法 训练 的 重要 性 在 计算 机 专业 至 关 重 要 , 因为 计算 机 处 理 
的 就 是 符号 . 同时 群 在 组 合计 数 .快速 加 法 需 设 计 、 纠 错 码 研制 和 覃 圆 曲 线 算 法 设计 等 方面 
有 广 沁 而 深入 的 应 用 . 

本 市 对 群 这 种 代数 结构 进行 较为 详细 的 讨论 ,通过 对 它 的 讨论 ,可 以 洞察 一 般 代数 结构 
的 讨论 模式 . 
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5.2.1 和 群 的 有 关 概 念 


群 除 有 一 个 非 空 集合 G 外 ,更 重要 的 是 集合 G 上 的 代数 运算 “。 ”及 所 满足 的 运算 性 质 

【定义 5-10】 设 G 是 非 空 集合 ““， "是 G 上 的 2 元 代数 运算 , 行 下 列 3 个 条 件 成 立 , 则 
(G,。) 称 为 群 (group). 

(1) 。 满 足 结合 律 : Vzyy,zEG, (rz。y)。z 一 二 。(y。zx). 

(2) G 关于 。 有 单位 元 ,通常 记 为 e: VzEG,z，。，e 一 ce， 工 一 工 . 

(3) G 中 每 一 个 元 素 在 G 中 都 有 逆 元 : VzEG, jr 1E€G,Xx*xX!==x !*。 X=e. 

正如 在 第 1 半 1.3 节 所 说 ,运算 符号 可 以 根据 需要 选取 ,当然 可 以 按 上 节 用 x 号 表示 . 
选择 *。”, 是 因为 群 中 的 运算 可 以 读 作 “ 乘 ”(product 或 multiplication). 同时 ,在 仅 讨 论 群 
时 ,可 以 省 略 运 算 符 号 ,但 我 们 不 打算 这 样 做 . 跟 上 节 一 样 ,在 不 强调 群 的 运算 符号 时 ,可 以 
将 (G,，) 记 为 G. 

容易 验证 ,实数 集合 R 关于 数 的 加 法 运算 十 构成 群 (R, 十 ). 但 R 关 于 数 的 乘法 运算 。 
不 能 作成 群 , 即 (R，。…) 不 是 群 ,因为 0E R, 但 0 关于 乘法 运算 没有 逆 元 , 即 不 存在 TER 注 
足 0。 过 一 。0 一 1. 

【 例 5-11】 验证 : 非 0 实数 集合 R 一 140} 关 于 数 的 乘法 .运算 构成 群 . 

i R 一 10} 关 于 。 是 封闭 的 : Vzx,y€ER 一 {0}, 有 XxX，y€ER 一 {0}. 

0} 上 的 数 的 乘法 运算 。 满足 
(1) ge Vx,sy,zZER—10},(T°* y)* z=7x* (y* zz). 
(2) R 一 (0} 关 于。 有 单位 元 1: VrER— {0} ,x *。1=1. x=x. 


(3) R 一 {0} 中 每 一 个 元 素 xER 一 0} 在 RR 一 pi R 一 (0) 


因此 ,(R 一 10;，。) 是 群 . 
【 例 S-12】 设 G={e,a,b,c), 其 上 的 “。” 运 算 见 表 5-5, 容 易 验 证 (G,。) 是 群 , 称 为 
Klein 四 元 群 . 


表 5-5 


【定义 S-11】 设 (G,。) 是 群 , 奇 |1G|= 二 nn 二 名 , 则 称 (G,，。，) 为 n 阶 有 限 群 (finite 
group); 右 G 是 无 限 集合 , 则 (CC,，) 称 为 无 限 群 (infinite group). 

api id 下 面 是 有 限 群 的 例子 . 

【 例 5-13】〗 设 A = R 一 {0,1}, 在 A 上 定义 6 个 映射 如 下 : 对 于 任意 zxEA， 


a 户 (z) = 一 ， .NN 
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f4(7) 一 二 sz) = 3 folz) 一 一 
芭 


令 G={ 有 ,fi ,fs,f4,fs,fe} ,证 明 G 关于 映射 (函数 ) 的 复合 运算 "构成 群 (G,). 
证 ”首先 证 明 G 关于 复合 运算 是 封闭 的 .根据 复合 运算 * 的 定义 知 
(fi° f;) (x) = fi(fi(x)), 1,] = 1,2,3,4,5,6, 
得 到 G 关于 复合 运算 。 的 运算 表 如 表 5-6 所 示 . 


表 5-6 


/ / 
f / 
/ / 
/ / 
f 
/ 
例如 ,因为 (f°fs)(x)=fs(fs(7x))= [ 计 ]=1 一 二 = 于 = 所 Cz), 所 f° fs= 


fs ,其 余 类 似 . 

由 表 5-6 知 ,G 关于 复合 运算 "是 封闭 的 . 

(1) 显然 ,复合 运算 .满足 结合 

(2) 由 表 5-6 知 ,G 关于 复合 运算 。 的 单位 元 是 户 ,因为 ffi=fi*f1=fi,i==1,2,3， 
4,5,6. 

(3) 由 表 5-6 知 fs° 有 =f:fs== 记 ;所 以 刻 !=f 且 fi!==fs. 类似 地 可 得 fi7!= 记 ， 
记 != 二 fo,fi!1= 二 fs,fi1= 二 fio. 也 就 是 说 ,G 中 每 个 元 素 在 G 中 都 有 逆 元 . 

故 (G,。) 是 群 . 显然,(G,") 是 6 阶 有 限 群 . 

【定义 5-12】 设 (G,，) 是 群 , 若 其 运算 ， 是 可 交换 的 , 则 称 (G,。) 为 交换 群 
(commutative group) 或 阿 贝 尔 群 (Abel group). 

容易 知道 , 例 5-11 和 例 5-12 是 阿 贝 尔 群 , 例 5-13 是 非 阿 贝尔 群 . 

设 (G,。) 是 群 ,e 是 其 单位 元 素 , 对 于 任意 cEG,zEZ， 


0 
a 一 2; 


yh 


GC 
a” 二 ae*ae*eoa (7 为 正 整 数 ); 


心 一 da。a-。…。a- (n 为 负 整 数 ). 
由 定义 知 , 对 于 负 整 数 n, 有 a 二 (a )“. 
元 素 a 的 阶 是 使 得 a"= 二 e 的 最 小 正 整 数 ,用 |a| 表 示 . 
与 半 群 中 只 能 定义 元 素 的 正 整 数 方才 有 所 不 同 , 因 为 G 中 有 单位 元 素 , 可 以 定义 0 次 
方 壤 ,因为 每 个 元 素 都 有 逆 元 就 可 以 定义 负 整 数 方 寡 . 
需要 注意 的 是 ,方才 运算 是 对 群 中 的 运算 来 说 的 . 如 在 群 (Z, 十 ) 中 ,有 3 三 一 3,3 二 
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3 十 3 一 6,3 一 一 3-! 十 3-! 一 (一 3) 十 (一 3) 一 一 6 等 . 

设 (G,，。，) 是 群 , 夺 存在 a€G, 使 得 G 中 每 个 元 素 均 为 a 的 菜 整数 方才 , 则 称 (G,，) 为 
循环 群 (cycle group). 

容 兄 验证 ,(Z ,十 ,) 是 m 阶 循环 群 ,(Z, 十 ) 是 无 限 循 环 群 . 

由 群 的 定义 知 , 群 是 含有 和 又 元 e 的 半 群 . 在 下 面 讨论 群 的 有 关 结 论 时 ,关键 是 利用 “ 群 
中 任意 元 素 均 存在 逆 元 ” 

【定理 5-2】 设 (G,。) 是 群 , 则 。 满 足 消 去 律 . 

证 ”对 于 任意 a,b6,cEG, 厅 a*b 二 a。c, 因 为 aEG 有 逆 元 a 1!EG, 于 是 有 a !*，(a。 
bp) 二 a ，。(a。*0c), 因 此 (a a)*，6b 二 (a ，。a)。c,e*b 二 e*c, 所 以 5 二 c. 这 样 ,，* 满足 左 
消去 律 . 同 理 可 证 ,， 满足 右 消 去 律 . 


5.2.2 子 群 


一 般 来 说 , 子 群 比 原来 的 群 要 “小 ”, 对 子 群 的 研究 可 以 洞察 原 群 的 一 些 性 质 . 
【定义 5-13】〗 设 (G,，) 是 群 ,D 关 HCG, 奋 昌 关 于 群 G 的 运算 构成 群 , 则 称 ( 互 ,，) 
是 (G,。) 的 子 群 (subgroup), 记 为 ( 互 ,。) 三 (G,，。), 可 人 简 记 为 五 乏 C. 
根据 定义 容易 验证 (Z, 十 ) 三 (R, 十 ). 
对 于 任意 群 (G,，。), 设 e 为 其 单位 元 , 则 {e} 和 G 都 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 平凡 子 群 . 
【定理 5-3】〗 设 (G,。 ) 是 群 , 如 关 有 HCG, 则 五 迄 G 当量 仅 当 下 列 条 件 成 立 : 
(1) VYx,yE 晶 ,有 zx* vyEH,H 
(2) VXE 昌 , 则 zz 在 G 中 的 逆 元 x GE 万. 
证 ”必要 性 显然 . 为 证 明 充 分 性 ,根据 子 群 定义 ,只 需 证 明 G 中 的 单位 元 eE 互 即 可 . 
因为 五 非 空 , 必 存在 <E 五. 由 (2) 知 ,ao 1€EH. 由 (1) 知 ,a*a 一 eE 万 . 
【 例 S-14】 设 (G,，) 是 群 , 令 Z(G) 表 示 所 有 与 G 中 元 素 可 交换 的 元 素 组 成 的 集合 , 即 
Z(G)= 二 {X71Xz€EG,Ya€EG:rx* a 二 a* X), 则 ZG) 三 G, 称 Z(G) 为 G 的 中 心 . 
证 ”由 于 对 于 任意 aEG 均 有 e。a 二 a*e, 所 以 有 eE2Z(G) 关 2. 
(1) Vx,yEZ(G), 由 已 知 对 于 任意 aEG 有 XxX，a= 二 a*。Xx,y。a 二 a。y, 于 是 
(TZ*y) a=r*(y*a)=r* (a y= (ra) y= (a*X)* y=a* (T°*y), 
所 以 有 xX。，yEZ(G). 
(2) YXEZ(G), 则 对 于 任意 aEG 有 a ，，Xx 二 Xx，a ' ,两 边 取 逆 得 x '，，a 一 a，x ，， 
因此 x *€2(G). 
由 定理 5-3 知 ,Z(G) 志 G. 
可 以 证 明 Lagrange 定理 : 硅 G 是 有 限 群 ,HG, 则 |H||1G|. 
群 的 同 态 与 同 构 是 信 助 于 映射 去 讨论 两 个 群 之 间 的 关系 , 它 是 研究 群 的 一 种 重要 方法 . 


s.2.3 和 群 的 同 态 


类 似 于 5. 1 市 一 般 代数 结构 间 的 同 态 映射 定义 如 下 。 
【定义 5-14】 设 (G1 ,x ) 和 (G,,°) 是 群 ,如 果 存 在 g:G1 习 Gs, 且 op 保持 运算 , 即 对 于 任 
意 Xi,Xx2EGi, 均 有 p(xi* Xx) 二 (Xx1)°*o(zxs), 则 称 9 为 群 (Gi ,x ) 到 群 (G,,。) 的 同 态 映 
射 ,又 称 群 (Ci,* ) 与 群 (cx,。) 同 态 . 奋 p 还 是 双 射 , 则 称 9 为 群 (Gi ,x* ) 到 群 (G,,。) 的 同 
构 映 射 , 又 称 群 (G1 ,x ) 与 群 (cz,") 同 构 , 记 为 (Ci,* ) 信 (Cs，). 
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【 例 S-15】 设 (R*,，) 是 正 实数 集合 关于 数 的 乘法 运算 构成 的 群 ,(R, 十 ) 是 实数 集合 
关于 数 的 加 法 运算 构成 的 群 ,证 明 . 群 (R77 ，。…) 与 群 (R, 十 ) 同 态 . 

证 令 p:R 一 人 R,p(z) 王 In z,YZzER .对 于 任意 zi,zzER ,因为 

p(X1* Xs) = ln (rizs) = lnZzitln Zz, = ox) ox), 

所 以 ,yp 是 群 (R* ,。) 到 群 (R, 十 ) 的 同 态 映射 . 故 (R* ,。) 与 (R, 十 ) 同 态 . 

下 例 是 不 同 构 的 两 个 群 的 例子 . 

【 例 5-16】 证 明 : 非 0 实数 集合 R* 关于 乘法 运算 所 构成 的 群 (R”，。…) 与 实数 集合 
R 关于 加 法 运算 所 构成 的 群 (R, 十 ) 不 同 构 . 

证 假设 (R* ,，。，) 宇 (R, 十 ), 则 存在 同 构 映射 p, 这 时 p(1) 三 0. 

设 op( 一 1) 一 a, 则 ca 和 0, 而 po(1) 王 po(C( 一 1)。( 一 1)) 一 o( 一 1) 十 po( 一 1) 王 4 十 一 2 一 0， 
于 是 a==0 下 居 . 


避 题 5.2 


1. 令 RLzj 表 示 所 有 系数 为 实数 的 关于 并 的 多 项 式 组 成 的 集合 ,验证 RLzj 关 于 多 项 式 
的 加 法 运算 构成 群 (RLzj， 十 ). 

2. 令 M,(R) 表 示 元 素 为 实数 的 所 有 nn 阶 方 阵 组 成 的 集合 ,验证 M,(CR) 关 于 和 矩阵 的 加 
法 运算 构成 群 C(M,(R)， 十 ), 并 说 明 M, CR) 关于 和 矩阵 的 乘法 运算 。 所 作成 的 代数 结构 
(COM,(R) ，。) 不 能 构成 群 . 

3. 设 纪 二 1410,1,2,…,m 一 1) ,十 是 模 m 加 法 运算 ， 光 是 模 乘法 运算 . 

(1) 证 明 : (ZZ 十; ) 是 群 . 

(2) 举例 说 明 ,一 般 情 况 下 (Zz 一 40)，。…) 不 是 群 ,并 推出 (Z, 一 10}，。…) 是 群 的 充 要 
条 件 . 

4. 设 整 数 集合 ZZ 上 定义 * 运 算 如 下 : 

VxzyEZ,Zzxy 一 工 十 y 一 2. 

证 明 : (Z，* ) 是 阿 贝 尔 群 . 

5. 设 S 是 任意 非 空 集合 ,G 是 所 有 S 到 S 的 所 有 双 射 组 成 的 集合 , 则 G 关于 映射 的 复 
合 运算 构成 群 . 

6. 设 (G,. ) 是 群 , 若 对 于 任意 xzEG 都 有 zz: 一 ec, 其 中 。 为 G 中 的 单位 元 , 则 (G,。) 是 
阿 贝尔 群 . 

7. 集合 X 的 寡 集 P(CX) 关 于 集合 的 对 称 差 运 算 则 构成 群 (P(CX) ,中 ). 

8. 证 明 : 群 (C,.。 ) 只 有 单位 元 素 是 其 唯一 的 震 等 元 素 . 

9. 设 (G,。) 是 有 限 群 且 |1G| 是 偶数 , 则 G 中 必 存 在 元 素 x 关 e 满足 zx。z=e, 其 中 避 为 
G 中 的 单位 元 . 

10. 设 (G,。) 是 有 限 半 和 群 , 熙 .运算 满足 消去 律 , 则 (C,，) 是 群 . 

11. 设 G=={f1f:R 一 R, ja,bER,a 关 0, f(z) 二 ax 十 06},G 上 的 运算 为 映射 的 复合 。, 则 

(1) (G,。) 是 群 . 

(2) 设 H={f|IfEG,f(x)==x 十 6), 则 HG. 

(3) 设 K={flfE€G,f(x)=ax}, 则 KG. 
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12. 设 G=((Cz,y)|z,yER,z 天 0} ,对 于 任意 (zxi ,yi1)EG 和 (xs,ys)EG 定 义 
(X19Y1)* (X22) = (Xizs X21 十 yz)， 
证 明 
(1) (G,，。) 是 非 阿 贝尔 群 . 
(2) 令 日 ={(1,y)|y€ER}), 则 HG. 
13. 令 vp: RR ,g(x) 二 @ ,证 明 :g 是 (R, 十 ) 到 (R*,，) 的 同 态 映射 . 


5.3 环 和 域 


和 群 是 仅 有 一 个 二 元 运算 的 代数 结构 , 环 是 有 两 个 二 元 运算 的 代数 结构 . 环 理论 在 计算 机 
科学 特别 是 在 编码 理论 的 研究 中 有 诸多 应 用 . 


5.3.1 环 的 定义 


【定义 5-15】 设 (R, 十 ,，。) 是 含 两 个 二 元 运算 的 代数 结构 , 若 

(1) (R, 十 ) 是 阿 贝 尔 群 . 

(2)(R,。) 是 半 群 . 

(3) 。 对 十 可 分 配 . 
则 称 (R, 十 ,。) 是 环 (ring). 

为 了 方便 ,通常 将 环 的 第 一 种 运算 十 称 为 加 法 ,第 二 种 运算 。 称 为 乘法 ,同时 规定 乘法 
运算 较 加 法 运算 级 别 高 . 跟 以 前 一 样 , 环 的 加 法 和 乘法 一 般 不 是 数 的 加 法 和 乘法 . 

下 面 是 几 种 常见 的 环 的 例子 . 

【 例 5-17】 容易 验证 关于 数 的 加 法 和 乘法 运算 ,下 列 代数 结构 是 环 . 

(1) (Z, 十 ，。) (整数 环 ). 

(2) (R, 十，。). 

【 例 S-18】〗】 设 R 是 所 有 nn 阶 整数 矩阵 组 成 的 集合 , 则 R 对 于 和 矩阵 的 加 法 运算 十 和 移 阵 
的 乘法 运算 。 构 成 环 , 称 为 矩阵 环 . 

解 (1) (CR, 十 ) 是 阿 贝尔 群 ， 其 加 法 么 元 为 去 算 阵 0, 任意 元 素 4ER 关于 加 法 的 逆 元 
为 其 负 和 窍 阵 一 A. 

(2)(R,。) 是 半 群 . 

(3) 和 矩阵 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 可 分 配 , 即 对 于 任意 A,B,CER 有 

A.(B+C)=A.B+-A.C 
(B+C).A=B.A++C.A 

因此 (R, 十 ,。) 是 环 . 

【 例 S-19】 了 验证,Z, 二 10,1,2,…,n 一 1) 对 于 模 n 加 法 运算 十 , 和 模 n 乘法 运算 ，, 构 成 
环 , 称 为 模 妈 剩余 类 环 . 

【 例 5-20】 设 所 有 实数 集合 R 上 的 关于 x 的 多 项 式 组 成 的 集合 为 RLzj], 则 RLzj 对 于 
多 项 式 的 加 法 运算 十 和 多 项 式 的 乘法 运算 ， 构 成 环 , 称 为 R 上 的 多 项 式 环 . 


5.3.2 几 种 特殊 的 环 


下 面 介绍 几 种 特殊 的 环 . 
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【定义 5-16】 设 (R, 十 ,，，) 是 环 , 若 

(1) R 中 的 乘法 运算 ， 可 交换 , 则 称 (R, 十 ,。) 是 交换 环 . 

(2) R 中 的 乘法 运算 ， 有 入 元 ,; 则 称 (R, 十 ,。) 是 含 么 环 ,其 乘法 勾 元 记 为 1. 

(3) 对 于 任意 x 关 0,y 关 0 均 有 x，y 关 0, 则 称 (R, 十 ,。) 是 无 零 因子 环 , 其 中 0 是 环 的 
去 元 (加 法 么 元 ). 

(4) (R, 十 ,。) 是 含 么 .无 去 因 了 于、 交换 环 , 则 称 (RR, 十 ，。) 为 整 环 (integral domain). 

(5) (R, 十 ，。) 是 含义 环 且 任意 a(a 关 0 且 a ER) 关 于 乘法 运算 都 有 道 元 , 则 称 
(R， 十 ，。) 为 除 环 . 

关于 交换 环 或 含 么 环 的 判断 是 容易 的 ,对 于 无 去 因子 环 有 以 下 说 明 . 

Q 环 的 零 元 是 加 法 么 元 . 

G@ 对 于 整数 环 (Z, 十 ，。) ,因为 其 零 元 是 0, 对 于 任意 zx 天 0,y 和 天 0 均 有 x，y 关 0, 所 以 
整数 环 (Z， 十 ，。) 是 无 雪 因 于 环 . 

3 奢 X 关 0,y 关 0 且 x，y 二 0, 则 称 zx 和 > 是 零 ( 的 ) 因 子 .含有 去 因子 的 环 称 为 有 零 因 
子 环 . 例如 ,对 于 模 6 剩余 类 环 (Z ,十 *,") ,其 零 元 为 0, 显然 2 了 关 0,3 关 0, 但 2 .3 一 0, 所 以 
2 和 3 是 零 因 子 , 因 此 环 (Z ,十 s，。) 是 有 零 因子 环 . 

【 例 S-21】 对 于 澡 二 1, 模 mm 剩余 类 环 (Z ,十 。,，。，) 是 无 零 因 子 环 的 充 要 条 件 是 zm 为 
素数 . 

证 (二 >) 假设 m 不 是 素数 , 则 存在 正 整数 有 ,1E Z 使 得 kl 二 mmr, 这 时 上 有 关 0,1 关 0, 而 
konl 二 0, 所 以 k,lLEZ 是 零 因子 ,与 (2 ,十 ,，*) 是 无 零 因 子 环 矛盾 . 

(二) 若 m 为 素数 ,对 于 任意 有 ,1EZ, 若 上 k 关 0,l 关 0, 则 kL(modm) 关 0, 于 是 上 ,lL 关 0, 因 
此 (Z, ,十 。， 光 ) 是 无 去 因 了 于 环 . 

根据 定义 ,在 x 二 1 时 ,({0), 十 ,。) 也 是 无 稚 因 子 环 . 

很 容易 验证 ,(Z, 十 ,，) 是 整 环 但 不 是 除 环 .下面 介绍 一 个 重要 的 除 环 的 例子 
元 数 除 环 ,在 计算 机 图 形 学 中 ,四 元 数 Cquaternion) 可 用 于 讨论 四 维 分 形 的 三 维 投影 . 

【 例 S-22】 设 i, j, 上 是 3 个 符号 ,规定 i, j, k 之 间 的 乘法 如 表 5-7 所 示 . 称 < 十 十 cj 
十 dk 为 四 元 数 , 其 中 a, 5, c,d 是 实数 .所 有 四 元 数 表 5-7 
组 成 的 集合 为 RR, 对 于 任意 ai 十 bi 十 cj 十 dkER 和 
az 十 bzi 十 czj 十 dskER, 规 定 其 上 的 加 法 运算 十 为 “ 合 
并 同类 项 ”: 

(qi 二 bi 二 cj 二 dik) 二 (as 二 bai c2j + dsk) j 
一 (qi 十 az) 十 (bi 十 bs)i 十 (ci 十 c2)j 十 (di 十 ds)k 
其 上 的 乘法 运算 。 为 “使 用 分 配 律 展开 , 按 表 5-7 的 乘 
法 计算 ,再 合并 同类 项 ”: 
(qi 十 Bi 十 cj 十 dik)。(as 十 bzi 十 cz] 十 dk) 
=(aias 一 pp02 — cics — did;) 二 (aibs 十 azp 二 cids 一 dicz)1 十 
(aics 二 azci 二 bodi 一 pad2z)] 十 (alias 二 asdi 二 bics 一 02cl)K 
则 (R， 十 ，。) 是 除 环 . 
证 ”容易 验证 (R, 十 ，。) 是 环 . 对 于 任意 0 关 a 十 bi 十 cj 十 dk ER, 其 乘法 逆 元 为 


(a 十 bi 十 cj 十 dk) ”= bi— cj— dk) 


1 
TH+ 
所 以 (R, 十 ，。) 是 除 环 .但 注意 到 ,R 关于 乘法 运算 。 不 可 交换 . 


5.3.3 域 的 定义 


【定义 5-17】 设 (F, 十 ,。) 是 环 , 硅 (F 一 10},。) 是 阿 贝 尔 群 , 则 称 (F, 十 ,。) 是 域 
(field). 

根据 定义 知道 ,对 于 域 (F, 十 ,。) 有 |F| 三 2. 

【 例 5-23】 验证 : (R, 十 ,，。，) 是 域 ,而 整数 环 (Z, 十 ,，) 不 是 域 . 

解 ” 因 为 (R, 十 ,。) 是 环 且 (R 一 10},。) 是 阿 贝 尔 群 ,所 以 (R, 十 ,，。) 是 域 . 

虽然 (Z, 十 ,。) 是 环 , 但 (Z 一 (10), 十,。) 不 是 群 ,因为 Z 中 除 1 和 一 1 外 其 余 元 素 关于 
乘法 运算 在 Z 中 都 没有 逆 元 . 

实际 上 ,和 常见 的 3 种 数 域 分 别 为 有 理 数 域 (Q,， 十 ，，) 实数 域 (R， 十 ，。) 复数 域 
(C， 十 ，。). 

【 例 S-24】 设 F={a 十 V31a,b5EQ), 则 下 关于 数 的 加 法 十 和 和 矩阵 乘法 ，。 构 成 域 . 

证 ”容易 验证 (Ff, 十 ,。) 是 环 . 对 于 任意 0 关 a 十 5 V3 EF, 若 a 一 b V3 关 0, 则 1/(a 十 
bV3)=a/(a—306)—bV3/(a 一 3 )EF, 若 a 一 bV3 =0, 则 a=65W3 关 0, 这 时 1/(a 十 


bY3) 二 V3/6bEF. 于 是 a 十 56MV3 关 0 均 有 逆 元 ,因此 (FE 一 {0),。) 是 阿 贝 尔 群 ,进而 (下 ,十 ,，) 

由 于 CR, 十，。) 是 整 环 ,由 例 5-23 可 进一步 证 明 下 例 . 

【 例 S-2S】 证 明 : 域 是 整 环 , 但 整 环 不 一 定 是 域 . 

证 ”对 于 域 (F, 十 ,。) ,显然 它 是 含 么 交换 环 . 对 于 任意 0 了 关 x,yEF, 夺 xX。y 二 0, 因 为 
Xx ! 存 在 ,于 是 x-!。(x。y)= 二 Xx!。0, 因 此 y= 二 0, 与 y 关 0 巴 慎 ,因此 (下 ,十 ,。) 是 无 零 因 子 
环 . 所 以 域 ( 下 ,十 ,。) 是 整 环 . 

显然 (Z, 十 ,。) 是 整 环 但 不 是 域 . 

下 面 证 明 : 

【定理 5-4】 阶 宇 2 的 有 限 整 环 是 域 . 

证 设 ( 下 ,十 ,。) 是 有 限 整 环 ,只 需 证 明 (CF 一 (0},。) 是 群 即 可 . 对 于 任意 cE 下 一 (0)， 
令 aF 一 {ae。zlzEF) ,构造 映射 

f: FaF,f(x)=a*zr,VrEF 

(1) 若 f(zi)= 二 f(zz), 即 a。 x 二 a。* zs, 由 于 a 关 0, 于 是 zx 二 zz, 所 以 了 是 单 射 . 

(2) 对 于 任意 yEaF ,存在 XEF 使 得 y= 二 a，x, 于 是 f(x)= 二 y, 即 f 是 满 射 . 

因为 下 有 限 且 aF CF, 所 以 下 ==aF. 由 于 1€EF==aF, 必 存在 6EF 使 得 a*， 6 二 1, 于 是 
b 是 a 关于 乘法 运算 的 逆 元 . 

故 ( 下 上 ,十 ,。) 是 域 . 


5.3.4 有 限 域 


有 限 域 (finite field) 称 为 Galois 域 , 有 9 个 元 素 的 Galois 域 记 为 GF(g). 
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有 限 域 理 论 在 计算 机 密码 学 中 有 着 非常 重要 的 应 用 ,特别 是 研究 公 钥 密码 学 中 的 大 素 
数 测 试 算法 和 椭圆 曲线 密码 体制 (elliptic curve cryptography). 

【 例 5-26】 验证 : 环 (Z; ,十 ;,，*s) 是 域 ,但 (Zs ,十 。,，*…) 不 是 域 . 

解 ” 因 为 (Zs ,十 ;,，*…s ) 是 交换 环 , 只 需 验 证 (Zs 一 10),。*…s) 是 群 即 可 .由 于 1*s1=1， 
2 "3 二 1,4 “4 王 1, 于 是 对 于 乘法 运算 来 说 有 1 ==1,2 '= 二 3,3 一 2,4 一 4. 

对 于 环 (Zo ,十 s,，"*) ,因为 2 "3 王 0,2 和 3 是 零 因 了 于 ,所 以 (Ze ,十 s，") 不 是 整 环 ,进而 
不 是 域 . 

可 以 证 明 : 

【定理 5-5】 环 (Z, ,十 , ，*，) 是 域 当 有 昌 仅 当 mx 是 素数 . 

证 (和 >) 若 m 不 是 素数 , 即 存 在 1 二 k,/ 二 m 使 得 m= 二 kL, 这 时 0 关 k,1E ZV, 且 &*…,l = 二 
0,k 和 7 是 零 因子 ,与 已 知 (Z ,十 。， "wm) 是 域 矛 盾 . 

( 圭 ) 设 m 是 素数 ,对 于 任意 0 关 zEZ., 则 z 与 mm 互 素 , 即 存在 整数 p,g 使 得 px 十 
gm 三 1, 这 时 (px 十 qm) (mod m)= 二 1, 于 是 p(modm) zz 一 1, 因 此 > 的 关于 乘法 运算 的 逆 元 
为 p(modm) EZ,. 

下 面 将 不 加 证 明 地 给 出 几 个 关于 有 限 域 的 结论 , 先 给 出 域 的 同 态 与 同 构 的 定义 . 

【定义 S-18】 设 (Fi, 十 ,，) 和 (F,, 织 ，) 是 域 , 奎 vp: 天 一 F 且 oo 分别 保持 域 的 加 
法 运算 和 乘法 运算 , 即 

9X1 二 xi) = ori) BD ozs) 
p(X1 * Xs) = OX1) OV ox) 

则 称 p 为 CF ,十 ,。，) 到 (CF 也， ) 的 域 同 态 映射 . 若 o 是 双 射 且 9 是 域 同 态 映 射 , 则 称 
9 为 (i, 十 ,。，) 到 (F,, 外, 9) 的 域 同 构 映射 ,又 称 域 C(F ,十 ,。) 与 (F,, 中, 所) 同 构 , 记 
为 (FF, 十 ,。) 衬 (F;,, 外, 曲 ). 

【定理 5-6】 下 面 结论 成 立 : 

(1) 设 (F, 十 ,。) 是 有 限 域 , 则 存在 素数 p 和 正 整 数 n 使 得 |F|==p". 

(2) 对 于 任意 素数 p 和 正 整 数 ,存在 p” 个 元 素 的 有 限 域 . 

(3) 元 素 个 数 相同 的 有 限 域 是 同 构 的 . 


站 题 5.3 


1、 验 证 整数 集合 之 关于 数 的 加 法 十 和 乘法 运算 ,构成 环 . 
2 设 R|| jc.ecds zj. 则 RR 关于 条 阵 的 加 法 十 和 息 阵 乘法 构成 环 


3. 设 R={a 十 bY3 1a,bE2Z), 则 R 关 于 数 的 加 法 十 和 和 矩 阵 乘法 。 构 成 环 . 
4. 设 尺 是 区 间 ( 一 < ,十 cc) 上 的 所 有 连续 函数 组 成 的 集合 ,对 于 任意 f,gER, 定 义 
CF Eeec) 
试 判 断 (R, 十 ,°。) 是 否 能 构成 环 . 
5. 设 X 是 集合 ,PCX) 是 X 的 寡 集 ,证 明 : P(X) 关 于 集合 的 对 称 差 运算 外 和 集合 的 交 
运算 站 构成 环 C(PCX) , 申 , 门 ). 
6. 证 明 : (CRLzj, 十 ,。) 是 整 环 但 不 是 除 环 . 


7. 证 明 : 乘法 运算 可 交换 的 除 环 是 整 环 . 

8. 设 R= 二 {a 十 bila,bEQ), 则 RR 关于 数 的 加 法 十 和 和 矩阵 乘法 ，。 构 成 除 环 , 该 环 称 为 高 
斯 数 环 . 

9. 设 R= 二 ZXZ, 定义 R 上 的 加 法 十 运算 和 乘法 ， 运 算 如 下 : 

对 于 任意 (zi,y1)ER,(z;,y;) ER, 
(Ziyy1) 十 (zyyz) 一 (Zi 十 Zzyyli 十 yz) 
(ZiyyI)。(zyyz) 一 (Zi。Zzyy。y2) 
证 明 : (R, 十 ,。) 是 环 ,并 求 出 该 环 的 所 有 和 堆 因 子 . 

10. 设 (R, 十 , 。) 是 含 么 交换 环 ,z ER 是 未 定 元 ,对 于 任意 rER,rxz。r= 二 r。X. 令 
R[xz]={f(z)| rz) 王 ao 十 aiz 十 … 十 azeyaiEGR,I 一 0,1, ,72 一 1,2EN), 则 RLz] 关 于 多 
项 式 的 加 法 十 和 乘法 ，。 构 成 环 , 称 (RLzj, 十 ,，。) 为 环 R 上 的 关于 x 的 一 元 多 项 式 环 . 

11. 设 (R, 十 ，。*。) 是 环 , 奢 R 的 乘法 运算 ， 满 足 贤 等 性 , 即 对 于 任意 XER 有 XX。 
Zz 王 ZX , 则 称 (R， 十 ，。) 是 布尔 环 .证明 . 

(1) 对 于 任意 xzER 有 xz 十 x 二 0. 

(2) 布尔 环 是 交换 环 . 

(3) 若 |R| 二 2, 则 (R, 十 ，。) 不 是 整 环 . 

12. 设 (R, 十 ，。，) 是 环 ,A 二 R* ,定义 A 上 的 运算 分 别 为 图 数 的 加 法 与 乘法 , 即 : 对 于 任 
意 f,sgEA,(F 十 g)(z)= 王 zxz) 十 g(z), (fg)(r)= fr) g(x), YiER. 证 明 : (A, 十 ,。) 
是 环 . 

13. 设 (R, 十 ,。) 是 含 么 1 的 环 ,对 于 任意 z,yER 尺 ,定义 

TOBy=Zz 二 yl, Zz@y 一 。y 十 工 十 y 
证 明 : 

(1) CR, 由, 所) 是 含 么 环 . 

(2) 令 p(Cz)=z 一 1, 则 p 是 环 (R, 十 ，，) 到 环 (R, 由 ,@) 的 同 构 映 射 . 

14. 验证 : 高 斯 数 环 (R, 十 ，。，) 是 域 ,其 中 R={a 二 bila,b€EQ}. 

15. 构造 一 个 3 阶 域 (FF, 十 ,。) 的 运算 表 . 

16. 设 (C, 十 ，。) 是 复数 域 , 令 p: C 一 C,p(a 十 pi) 一 4 一 ii, 其 中 让 = 一 1, 则 oo 是 
CC, 十， 。) 的 自 同 构 映 射 . 


s.4 格 与 布尔 代数 


格 论 是 Dedekind 在 1935 年 研究 交换 环 及 其 理想 时 提出 的 , 它 是 一 种 重要 的 代数 结构 . 
格 论 是 计算 机 语言 的 指称 语义 的 理论 基础 ,在 计算 机 应 用 逻辑 研究 中 有 着 重要 作用 . 

布尔 代数 是 英国 数学 家 George Boole 在 1847 年 左右 在 对 逻辑 思维 法 则 进行 研究 时 提 
出 的 ,后 来 很 多 数学 家 特别 是 E. V. Hungtington 和 E. H. Stone 对 布尔 代数 进行 了 一 般 化 研 
究 , 在 1938 年 C. E. Shannon 发 表 的 A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits 
论文 ,为 布尔 代数 在 工艺 技术 中 的 应 用 开创 了 先河 , 目 此 以 后 布尔 代数 在 目 动 推理 和 逻辑 电 
路 设计 的 分 析 和 优化 等 问题 的 讨论 中 都 有 看 最 卫 接 的 应 用 ,作为 计算 机 设计 基础 的 (数字 逻 
辑 ) 就 是 布尔 代数 . 
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本 方 先 介 绍 格 ,在 此 基础 上 引入 分 配 格 和 有 补 格 ,而 把 布尔 代数 作为 一 种 特殊 的 格 加 以 
讨论 . 格 和 布尔 代数 都 是 按 “ 厅 结构 ”进行 的 讨论 ,它们 本 质 上 也 是 代数 结构 . 


5.4.1 格 的 定义 和 性 质 


设 (L ,三 ) 是 偏 序 集 , 三 是 LL 上 的 偏 序 .一 般 来 说 工 中 的 两 个 元 素 的 上 确 界 及 下 确 界 不 
一 定 存 在 .例如 喻 斯 图 如 图 5-1 所 示 的 偏 序 集 ,{c,6b}) 无 上 确 界 ,(a,d} 无 下 确 界 . 

【定义 5-19】 设 (L, 硅 ) 是 偏 序 集 , 若 LL 中 任意 两 个 元 素 都 存在 上 确 界 以 及 下 确 界 , 则 
称 ( 工 ,三 ) 是 格 (lattice). 为 了 方便 ,这 样 的 格 可 称 为 偏 序 格 . 

根据 定义 知 ,如 图 5-2 和 图 5-3 所 示 的 偏 序 集 都 是 格 . 


1 ] 

] ] b 
a 
a C 
d a d a 

C 

ce pb C b 0 ; 

0 (a) (b) 
图 5-2 


图 。5-3 


如 图 5-3(a) 所 示 称 为 钻石 格 ,如 图 5-3(b) 所 示 称 为 五 角 格 . 

【 例 S-27】 证 明 : (P(X), 己 ) 是 格 , 其 中 PCX) 是 集合 X 的 究 集 . 

证 显然 , (P(X), 导 ) 是 偏 序 集 . 对 于 任意 A, BE P(X), 就 集合 包含 关系 来 说 ,有 
sup {A,B}= 二 A UBEP(X),inf {A,B}==A (BEP(X), 所 以 (P(X), 忆 ) 是 格 . 

如 图 5-4(a) 一 图 5-4(c) 所 示 分 别 是 X={ta) tao) ,人 {a,b,c} 时 格 (P(X), 己 ) 的 喻 斯 图 . 


{a,b} 


{a 1p} 


(a) (b) (C) 


类 似 地 ,所 有 A 到 B 的 关系 构成 的 集合 关于 包含 关系 “三 ”构成 格 (2,S). 

【 例 5-28】 证 明 : (D,,|) 是 格 , 其 中 D, 是 自然 数 n 的 正 因 数组 成 的 集合 ,| 是 其 上 的 

证 显然 ,(D,,|) 是 仿 订 集 . 根据 整除 关系 定义 知 , 对 于 任意 z,yED, 有 

sup {zy}=LCM(z,y)=[Lzxz,y ED,; inf {zx,y}=GCD(z,y)= (xz,y)ED,. 所 以 ， 
(D, ,| ) 是 格 . 

如 图 5-5 所 示 分 别 是 = 8, 6, 30 时 格 (D, ,|) 的 哈 斯 图 . 

【 例 S-29】 令 下 是 所 有 合式 公式 (WEFF) 组 成 的 集合 ,> 是 公式 间 的 逻辑 缠 涵 关系 , 则 
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(a) (b) (c) 


(下 ,一 ) 是 格 . 

证 显然 ,下 ,之 ) 是 偶 序 集 . 就 逻辑 缠 涵 关系 二 来 说 ,对 于 任意 A,BEF. 

(1) 由 于 A 二 AVB,B 二 AVB, 于 是 AVB 是 {A,B} 的 上 界 .如果 A 二 C,B 二 C, 那 么 
AVB=>C, 所 以 sup {A,B}= 二 AVBEFK. 

(2) 因为 A 人 B 二 A,A 和 AB 二 >B, 于 是 AAB 是 {A,B} 的 下 界 .如果 CA,C 一 了 ,那么 
C=>A AB, 所 以 inf {A,B}=A ABEFK. 

由 (1) 和 (2) 知 ,(F ,之 ) 是 格 . 

设 (L, 三 ) 是 格 , 对 于 任意 x,yEL,{x,y} 的 上 确 界 sup {x,y} EL 存在 且 {x,y} 的 下 确 
界 inf {x,y} EL 存在 ,这 时 sup {zx,y}) 和 inf {x,y}) 还 是 唯一 的 ,因此 可 以 定义 格 上 的 求 上 
确 界 运算 “十 ”和 求 下 确 界 运算 ”。”. 

【定义 5-20】 设 ( 民 ,三 ) 是 格 , 对 于 任意 x,yEL, 分 别 定义 格 上 的 求 上 确 界 运算 “十 ”和 
求 下 确 界 运算 ”。 为 

ZX 十 y= 二 sup ‘(X,Yy} (1) 
Zey 一 inf {rz,y} (2) 
例如 ,在 格 (P(X), 丑 ) 中 ,对 于 任意 A,BEP(X) 有 
A-+B=AUB, A.B=A[(IB 
在 例 6-3 中 的 格 (F, 字 ) 中 ,对 于 任意 A,BEF 有 
A 十 B= 王 A4AVB，A4,.B=AANB 

显然 , 格 (L, 三 ) 上 求 上 确 界 运算 “十 ”和 求 下 确 界 运算 “。” 是 LL 上 的 代数 运算 . 

格 中 的 “十 ”是 求 上 确 界 运算 ,可 以 看 作 是 格 的 加 法 运算 , 读 作 “加 ”; 同样 , 格 中 的 %。，” 
是 求 下 确 界 运算 ,可 以 看 作 是 格 的 乘法 运算 , 读 作 “ 乘 ”. 

这 种 表示 格 的 求 上 (下 ) 确 界 运 算 的 符号 十 (。) 与 通常 所 采用 的 运算 符号 V( 人 \ ) 不 尽 
一 致 ,这 样 做 是 为 了 与 后 面 讨 论 的 布尔 代数 所 采用 的 运算 符号 一 致 .通过 第 5 章 的 学 习 , 所 
用 符号 不 会 引起 任何 混淆 , 且 便 于 读 写 . 

由 于 上 确 界 全 上 界 ” 以 及 “下 界 硅 下 确 界 ”, 根 据 定 义 5-20 易 知 . 

【定理 S-7】 设 (L, 三 ) 是 格 , 则 对 于 任意 x,yEL 有 : 

(1) zz 十 y, yz 十 y; 

(2) xX * yrT,T* ySEYy. 

为 了 方便 讨论 格 的 其 他 性 质 , 先 介绍 格 的 对 偶 原理 , 它 本 号 是 格 的 重要 性 质 之 一 . 

设 (L, 三 ) 是 格 ,二 是 三 的 逆 关 系 , 即 y 宇 + 含 X 研 yy. 显然 , (L, 宇 ) 是 格 . (L, 三 ) 与 
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(二 ,二 ) 的 哈 斯 图 是 互 为 颠倒 的 . 于 是 ,对 于 任意 zx,yEEL 有 
i 

奇 L 关 于 硅 存 在 最 大 元 素 , 记 为 1, 则 (L, 宇 ) 有 最 小 元 素 , 记 为 0; 耕 工 关于 过 存 在 最 小 元 

素 0, 则 ( 工 , 关 ) 有 最 大 元 素 1. 

【定义 5-21】 对 于 任意 关于 格 (L, 专 ) 的 命题 ,将 命题 前 提 和 结论 中 的 (1) 硅 改 为 二 ; 
(2) 十 改 为 。; (3) 。 改 为 十 ; (4)0 改 为 1; (5)1 改 为 0 所 得 到 的 命题 称 为 原 命 题 的 对 偶 
命题 . 

显然 有 下 列 定理 : 

【定理 5-8】 对 于 任意 关于 格 (L ,三 ) 的 真 命题 ,其 对 偶 命 题 亦 为 真 . 

例如 ,在 定理 5-7 中 ,由 >z 委 z 十 y 可 得 出 x 宇 x，y, 即 zx。，y 三 zx. 由 yy 二 x 十 y 可 得 出 y 宇 
zx*y,B x. yy. 

在 格 的 性 质 中 ,有 很 多 都 是 成 对 出 现 的 .在 下 面 定 理 的 证 明 中 ,注意 "上 确 界 和 过 上 界 ” 以 
及 "下界 和 下 确 界 ? 技 巧 的 充分 利用 . 

【定理 S-9】 设 ( 工 , 委 ) 是 格 , 对 于 任意 Xi,Xxzyy1,yzEL, 夺 Xi 夺 y1 且 xs 碾 y2, 则 zi 十 
Za 和 yi 十 ya 且 ri* XYy* yy 

证 ”根据 定理 5-7 有 yi 三 yi 十 ys 及 三 yi 十 yy, 由 已 知 条 件 x 三 yi 且 xs 三 ys 以 及 符 
号 三 的 传递 性 知 

Ty 二 Ty 且 xs yi 二 y 
于 是 yi 十 ys 是 {Xxi,Xxz) 的 上 界 , 而 xz 十 xz 是 {x1,Xxz) 的 上 确 界 ,根据 “上 确 界 寺 上 界 ” 知 xi 十 
Z2<yli 十 yz. 

同 理 可 证 ET 。 Z2< yi。 .y2。 

事实 上 ,“ 夺 二 yi 且 zs 三 yy;y 则 工 i 十 zs 三 yi 十 ys” 的 对 偶合 4 Zi 全 yi 且 zz 之 
yz , 则 zi。z 全 y。y” 即 " 右 立 委 y 且 立 过 , 则 zi。，z 委 yi。 

理 5-9 所 述 性 质 称 为 格 的 保 序 性 . 在 格 ( 工 ,过 ) 中 ,对 于 任意 eT 
sup {XxX} 二 TXT 及 T+，X= 二 inf {x,X}) 二 xX, 所 以 格 的 加 法 运算 十 以 及 格 的 乘法 运算 ， 具 有 项 
等 性 . 

设 (L, 三 ) 是 格 , 对 于 任意 xEL 有 Zz 十 Xx 及 xX 。X= 广 . 

下 面 的 定理 6-5 是 格 的 特征 性 质 . 

【定理 S-10】 设 (L, 三 ) 是 格 , 对 于 任意 Xx,y,zEL 有 : 

(1) 交换 性 z 十 y 王 > 十 z,。，y 一 yy。 工 ; 

(2) 结合 性 (x 十 y) 十 z= 二 x 十 (y 十 z),(x* y)* z==X*，(y* z); 

(3) 了 吸收 性 x 十 (Xx。，y)= 二 +,Xx， (Xx 十 y)= 二 xX. 

证 (1) 显然 . 

(2) 由 于 z 委 z 十 (y 十 z),y 委 yy 十 zx 委 Z 十 (y 十 z), 于 是 zx 十 y 委 z 十 (y 十 zx). 又 因为 zx 委 
中 We 太 因 好 人 9 

同样 可 得 z 十 (> 十 z) 委 (z 十 y) 十 zx. 所 以 (z 十 y) 十 zx 一 过 十 (y 十 z). 

利用 对 偶 原 理 有 (zx*，y)*，z= 二 x。，(y* zz). 

(3) 因为 zx 二 xz 且 x。y 硅 x, 所 以 Xz 十 (xX。y) 三 Xz. 而 显然 Xx 三 X 十 (ZT。y), 因 此 zz 十 (zx。 
A 

“ OF 


利用 对 偶 原 理 有 工 。(z 十 y) 王 工 

正 因为 如 此 ,将 具有 两 个 2 元 运算 且 满 足 上 述 定 理 (1)、 2) 和 (3) 的 代数 结构 ( 工 , 十 ,。) 
称 为 格 ,这 样 定义 的 格 称 为 代数 格 . 可 以 证 明 偏 序 格 和 代数 格 本 质 相 同 . 

在 序 结 构 的 讨论 中 , 保 厅 映 册 是 序 结构 中 的 重要 概念 . 

【定义 5-22】〗 设 (Li, 三 1) 和 (L; ,三 ,) 是 格 ,存在 p: Li 下 Ls ,对 于 任意 zi,zz ELi, 厂 
Xi 全 1X2 ,有 op(Xi) 三 ;9(Xz2), 则 称 9 为 格 (Li ,三 i) 到 格 (L; ,三 ,) 的 保 序 上 映 射 . 

保 序 映射 可 以 进一步 推广 到 一 般 的 关系 下 上 考虑 . 

【 例 S-30】 设 (S ,过 ) 是 格 , 其 哈 斯 图 如 图 5-3(b) 所 示 . 令 p: S>P(S)， 

p(X7)={y|y€L,y zx) 

则 vo 是 格 (S, 三 ) 到 格 (P(S), 己 ) 的 保 序 映射 . 

证 根据 9 的 定义 有 ww(1)= 二 S,p(a)= 二 {0,a},9(60) 二 {0,b,c},9p(c)={0,c},9(0)= 
{0}). 显然 , 当 增 委 zz 有 pCz)SoCz) ,所 以 0 为 格 (S$, 委 ) 到 格 (P(S) ,三 ) 的 保 序 映射 . 


5.4.2 分 配 格 


有 例子 表明 , 格 不 满足 分 配 性 . 

【 例 5-31】 举例 说 明 在 格 (L, 三 ) 中 , 格 的 乘法 运算 ”。” 和 格 加 法 运算 “十 ”相互 不 一 定 
可 分 配 . 

解 ” 在 图 5-3(a) 中 ,因为 a。 (6 十 c)= 二 a。，1==a, 而 (a*，6) 十 (a。c)= 二 0 十 0 二 0, 所 以 a。 
(5 十 中) 关 (a，5) 十 (a。，0c), 即 格 的 乘法 运算 ”。” 对 格 的 加 法 运算 “十 ”不 可 分 配 . 

同样 ,由 于 a 十 (6。c)= 二 a 十 0 二 =a, 而 (a 十 6)。 (a 十 c)= 二 1。1= 二 1, 所 以 a 十 (6。c) 关 
(a 十 56)。(a 十 c), 即 格 的 加 法 运算 “十 ”对 格 的 乘法 运算 “。” 不 可 分 配 . 

【定义 5-23】〗 设 (L, 三 ) 是 格 , 阁 格 的 乘法 运算 “。” 对 格 的 加 法 运算 “十 ”可 分 配 ( 或 格 
的 加 法 运算 “十 ”对 格 的 乘法 运算 “。，” 可 分 配 ), 则 称 (LL, 硅 ) 为 分 配 格 (distributive lattice). 

【 例 5-32】 证 明 : (P(X), 己 ) 是 分 配 格 . 

证 ”由 于 格 (P(X), 己 ) 诱 导 的 代数 结构 为 (P(X),U, 门 ), 对 于 任意 A,B,CE P(X)， 
显然 有 

Amn(CBUC)=(AnB)UCAmnC) 

所 以 (P(X), 忆 ) 是 分 配 格 . 

事实 上 ,(F, 之 ) 也 是 分 配 格 ,其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,过 是 公式 间 的 逻辑 六 
涵 关 系 . 

由 例 5-30 知 ,钻石 格 不 是 分 配 格 .实际 上 ,五角 格 也 不 是 分 配 格 . 钻石 格 和 五 角 格 是 两 
个 非常 重要 的 非 分 配 格 的 例子 . 容易 证 明 下 述 两 个 定理 . 

【定理 5-11】 (1) 小 于 5 个 元 素 的 格 为 分 配 格 . 

(2) 任意 链 是 分 配 格 . 

【定理 5-12】 设 (L, 三 ) 是 格 , 则 工 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 x,y,zEL, 由 
TX 十 y 二 Xx 十 z 和 和 x。 y= 二 7。z 可 以 推出 y= 二 x. 


5.4.3 有 补 格 


一 般 来 说 , 格 工 不 一 定 存在 最 大 元 与 最 小 元 .例如 ,实数 集 R 关于 数 的 小 于 等 于 关系 三 
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所 作成 的 格 (R, 三 ). 

【定义 5-24】 设 ( 工 ,三 ) 是 格 , 右 工人 存在 最 大 元 素 以 及 最 小 元 系 , 则 称 ( 工 ,和 ) 为 有 界 格 
(bounded lattice). 

按 偏 序 集中 的 约定 : 有 界 格 的 最 大 元 素 记 为 1, 最 小 元 素 记 为 0. 根据 定义 知 ,在 有 界 格 
( 工 , 委 ) 中 ,对 任意 zE 工 ,有 0 委 z 委 1. 进 而 有 zz 十 1=1,z。1 王 z,Zz 十 0 二 zz。0 一 0, 于 是 有 
界 格 工 关于 “。” 运 算 有 乘法 么 元 1, 工 关 于 “十 ?运算 有 加 法 么 元 0. 

【 例 5-33】 证 明 : 对 任意 集合 XX,，(P(X), 叶 ) 是 有 界 格 . 

证 ”由 于 名 , XE P(X), 且 对 于 任意 AEP(X) 均 有 名 隆 ACX, 所 以 (P(X), 己 ) 的 最 
大 元 为 X, 最 小 元 为 如. 因此 (P(X), 己 ) 是 有 界 格 . 

显然 ,任意 有 限 格 是 有 界 格 . 

【定义 5-25】 设 (L, 十 ,。) 是 有 界 格 ,a€EL, 若 存在 6€EL 使 得 a 十 6 二 1 且 a* 5 二 0, 则 
称 5 为 a 的 补 元 (complement). 

显然 ,在 任意 有 界 格 中 ,大 5 为 a 的 补 元 ,; 则 4a 为 2 的 补 元 ; 0 与 1 互 为 补 元 .但 对 于 有 
界 格 ,不 是 每 个 元 素 均 有 和 补 元 ,同时 一 个 元 素 的 补 元 未 必 唯 一 . 1 

【 例 5-34】 对 于 哈 斯 图 如 图 5-6 所 示 的 格 ,讨论 每 个 元 素 的 补 元 . 

解 0 与 1 互 为 补 元 .a 的 补 元 为 &.2 的 补 元 不 存在 .c 的 补 元 为 e.d 
的 补 元 为 a 和 e.e 的 补 元 为 c 和 4d. 

【定义 5-26】 设 (L, 十 ,* ) 是 有 界 格 , 若 工 中 每 个 元 素 都 有 补 元 , 则 ，。 4 
称 ( 工 ,十 ,。) 为 有 补 格 (lattice complemented ). 

【 例 5-35】 证 明 : 对 任意 集合 X，(CPCX) ,三 ) 是 有 补 格 . 

证 因为 (P(X), 导 ) 是 有 界 格 ,而 对 于 任意 AE P(X), 取 X 一 AE P(X)， 
由 于 AUC(X 一 A)= 二 X 且 A 人 1(X 一 A)== 名 ,所 以 AE P(X) 有 补 元 ,因此 (P(X), 导 ) 是 有 
补 格 . 

同样 ,(F ,之 ) 也 是 有 和 补 格 , 其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 , 忆 是 公式 间 的 逻辑 蕴涵 
关系 . 

【定理 5-13】 在 分 配 格 中 , 右 一 个 元 系 存 在 补 元 , 则 补 元 是 唯一 的 . 

证 设 (L, 三 ) 是 有 界 分 配 格 ,a€EL,b 和 cc 是 a 的 补 元 , 则 

a 二 b==1l,ae.eb=0 
a 十 c= l,ae*ec=0 
于 是 a 十 6 二 a 十 c,a。b 二 a。c, 由 分 配 格 的 性 质 知 0 三 c. 

根据 定理 5-13 知 , 在 有 补 分 配 格 中 ,每 个 元 素 都 有 唯一 的 补 元 . 正 因为 如 此 ,在 有 补 分 
配 格 中 可 以 定义 一 个 元 素 的 补 运算 “”, 它 是 其 上 的 1 元 代数 运算 . 显然 ,在 有 补 分 配 格 中 
0 二 1,1 二 0 且 对 于 任意 xEL 有 z=x. 

下 述 定理 是 有 和 补 分 配 格 的 重要 性 质 . 

【定理 S-14】 设 (L, 三 ) 是 有 补 分 配 格 , 则 De Morgan 律 成 立 , 即 对 于 任意 x,yEL 有: 

(1) Z 十 y 一 工 。y ; 

(2) zx。 y= 二 十 y. 

证 (1) 由 于 

Coy (ry 


0 
图 。 5-6 


一 ((z 十 地 十 y) 。(z 十 (> 十 y)) 
二 (1 十 y)。(zx 十 1)= 二 1.1=1， 
并 且 
(zy) (Tey) = (Ty) y» (TT» y)) 
一 ((Z。Z)。y) 十 (CCZ。(Cy。y)) 
一 (0。y) 十 (元 。0) 一 0 十 0 = 0， 
所 以 z 十 y 一 工 。y. 
(2) 类 似 于 (1) 的 证 明 . 


5.4.4 布尔 代数 


【定义 5-27】 元 素 个 数 三 2 的 有 补 分 配 格 (B, 三 ) 称 为 布尔 代数 (Boolean algebra) 或 布 
尔格 . 
如 图 5-7 所 示 是 偏 序 集 与 各 种 格 之 间 的 相互 关系 . 


图 5-7 


仅 1 个 元 素 的 有 补 分 配 格 是 布尔 代数 的 退化 情形 ,一 般 不 作为 布尔 代数 考虑 ,可 参见 布 
尔 代 数 的 公理 化 定义 . 

显然 ,在 任何 布尔 代数 或 布尔 格 中 有 两 个 特殊 元 素 ,一 个 是 其 最 小 元 0, 一 个 是 其 最 大 
元 1 当然 0], 

由 前 面 的 讨论 知 , 在 任意 布尔 代数 (B, 三 ) 中 可 以 定义 3 种 代数 运算 : 对 于 任意 z， 
ybBb. 

(1) 布尔 加 “十 ”; xX 十 y 二 sup {xX,，y). 

(2) 布尔 乘 “。”: zx。y 一 inf {x,y). 

(3) 布尔 补 “”; 二 x 的 补 元 . 

【 例 S-36】 设 |X| 三 1, 证 明 (P(X), 己 ) 是 布尔 代数 , 称 (P(X), 己 ) 为 集合 代数 . 

证 由 于 (P(X), 己 ) 既 是 有 补 格 又 是 分 配 格 ,在 |X| 宇 1 时 (P(X), 己 ) 是 布尔 代数 . 

同 理 , 所 有 A 到 B 的 关系 组 成 的 集合 关于 包含 关系 “性 ”构成 布尔 代数 (2R, 守 ), 称 为 
关系 代数 . 

【 例 5-37】 证 明 :(F, 过 ) 是 布尔 代数 ,其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,二 是 公式 
间 的 逻辑 蕴涵 关系 , 称 ( 下 ,过 >) 为 逻辑 代数 . 
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证 由 于 (GF, 之 ) 既 是 有 补 格 又 是 分 配 格 , 而 0,1E 开 ,所 以 下 ,之 ) 是 布尔 代数 . 

特别 地 , 令 G 是 所 有 命题 公式 组 成 的 集合 , 则 (C, 字 ) 称 为 命题 代数 . 令 互 是 仅 含 命题 
变 元 pi1 ,ps，…,p, 的 所 有 命题 公式 组 成 的 集合 , 则 ( 瑟 , 过 ) 是 布尔 代数 ,这 时 |H|==2?. 

由 例 5-36 和 例 5-37 知 ,集合 代数 和 逻辑 代数 和 都 是 布尔 代数 ,因此 它们 有 完全 相似 的 
性 质 . 
【定理 5-15】〗 设 (B, 硅 ) 是 布尔 代数 , 则 对 于 任意 zx,y,zEB. 
因为 (B, 硅 ) 是 格 , 所 以 有 
(1) zz 二 y=sup (x,y} y<Zz 十 y 一 Sup (zyy}， 
T°* y=inf (zy yz,z。，y 一 inf (zy) 入 yi; 
(2) 对 偶 原 理 成 立 ; 
(3) 保 序 性 对 于 任意 xi ,zx2,y1,y2 EL, 夺 XI 全 yi 且 x 二 yz, 则 zz 十 zs 二 y1 十 yz 且 
X1 * Ts 人 SY * Ye; 

(4) 窘 等 性 zx 十 Xx 二 Xx,X*X 二 x; 

(5) 交换 性 x 十 y= 二 y 十 Xx,T* y 二 y*X; 

(6) 结合 (Zz 十 y) 十 z 二 zx 十 (y 十 z), (TXT* y)°* z=7rx* (y* z); 

(7) 了 吸收 性 xz 十 (xX，y)= 二 x,X*， (Xx 十 y)= 二 x; 

(8) XSySOr+y=ySOr* y=7x;} 

因为 (B ,三 ) 是 分 配 格 , 所 以 有 

(9) 分 配 性 z。(y 十 z) 一 (Z。y) 十 (zZ。z)，Z 十 (y。z) 一 (Z 十 y)。( 并 十 z) ; 

(10) 大 Xx 十 y= 二 x 十 z 且 x。，y 二 Xx。z, 则 > 一 =; 

因为 (B, 三 ) 是 有 和 补 格 , 所 以 有 

(11) 0 委 Z 委 ]1; 

(12) 么 元 器 关于 "。 "运算 有 乘法 么 元 1, B 关 于 “十 ”运算 有 加 法 么 元 0; 

因为 (B, 硅 ) 是 有 补 分 配 格 , 所 以 有 

(13) 有 补 律 a 二 4 二 1,a* a 二 0; 

(14) 对 合 律 z=z; 

(15) De Morgan 律 xz 十 y 一 工 。y,z。，y 一 工 十 y; 

(16) z 和 y 傅 z。y 王 0 全 过 十 y 一 1. 

以 下 是 布尔 代数 的 特征 性 质 

(1) 交换 律 z 十 y 一 y 十 zz, 工 。y 一 y。 工 . 

(2) 分 配 律 。(y 十 z) 一 (z。y) 十 (z。z)，Zz 十 (9。z) 一 (Z 十 y)。(Z 十 z)。 

(3) 么 元 律 zz 十 0 二 x,x。1=x. 

(4) 有 补 律 zx 十 T= 二 1,x。 工 二 0. 

正 因为 这 样 ,E.，V. Hungtington 将 满足 上 述 (1)、(2)、(3) 和 (4) 的 代数 结构 (B, 十 ,，,， 
0,1) 称 为 布尔 代数 ,其 中 |B| 三 2. 注意 ,布尔 代数 的 上 述 两 种 定义 本 质 上 相同 . 

显然 ,大 X 是 无 限 集 , 则 (CP(X) ,三 ) 是 无 限 布尔 代 数 . 下 , 字 ) 也 是 无 限 布尔 代数 ,其 中 
玉 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,他 是 公式 间 的 逻辑 绚 涵 关系 . 

若 |X|==n 宇 1, 则 |P(X)|==2*, (P(X), 己 ) 是 有 限 布尔 代数 . 

两 个 布尔 代数 同 构 的 定义 类 似 于 一 般 代数 结构 同 构 ,下 面 给 出 有 限 布 尔 代 数 (finite 
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Boolean algebra) 的 结构 定理 . 

【定理 5-16】 (M. H. Stone) 设 (了 B ,十 ,。,-,0,1) 是 有 限 布 尔 代 数 , 则 存在 有 限 集合 X 
使 得 (中 , 十 ,。, ,0,1) 与 集合 代数 (PCX)， U ,站 , ,名 ,XX) 同 构 . 

由 斯 通 定理 有 以 下 两 个 推论 . 

推论 1 任意 有 限 布尔 代数 (B, 十 ,。 ,一 ,0,1) 的 元 素 个 数 为 2" ,其 中 ， 为 正 整数 ， 

推论 2 在 同 构 意 义 下 ,2" 个 元 素 的 有 限 布尔 代数 是 唯一 的 ,其 中 为 正 整 数 . 


站 题 5.4 


. 如 图 5-8 所 示 的 哈 斯 图 的 偶 序 集 是 否 是 格 ,为 什么 ? 
. 证 明 : (Z- ,|) 是 格 , 其 中 Zi' 是 正 整数 集合 ,| 是 其 上 的 整除 关系 . 
. 说 明 Z 关于 整除 关系 “1” 不 是 格 ,但 (Z, 三 ) 是 格 , 其 中 二 是 数 的 小 于 等 于 关系 . 
. 设 (L, 三 ) 是 格 , 对 于 任意 x,y,zEL 有 (x*y)。，z= 二 XT。(y。*。 zz). 
. 设 ( 工 ,和 ) 是 格 , 对 于 任意 zy,yE 工 有 x 工 。(z 十 y) 一 工 
. 设 (L, 三 ) 是 格 , 对 于 任意 x,y,zEL 有 (x。*y) 十 (xX。z) 三 XT。(y 十 z). 
7. 设 (L, 三 ) 是 格 , 对 于 任意 a,bEL, 奇 a 三 5b 且 a 关 6b, 则 记 为 a 二 6b. 假设 4a 二 6b, 令 I={x 
1x€EL,a 二 x 二 0b), 则 (了, 三 ) 是 格 . 
8. 证 明 : 五 角 格 不 是 分 配 格 . 
9. 证 明 : GE, 字 ) 是 分 配 格 , 其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 , 字 是 公式 间 的 逻辑 皆 
10. 证 明 : 任意 链 是 分 配 格 . 
11. 说 明 (R, 科 ) 是 否 是 分 配 格 ,其 中 科 是 实数 集 R 上 的 小 于 等 于 关系 . 
2. 证 明 : 钻石 格 和 五 角 格 是 有 补 格 (如 图 5-9 所 示 ). 


1 | | 
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0 0 
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(a) (b) 
图 5-8 图 5-9 
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13. 证 明 : 元 系 个 数 大 于 等 于 3 的 链 不 是 有 补 格 . 
14. 证 明 : (FF, 二) 是 有 补 格 ,其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 , 芝 是 公式 间 的 逻辑 六 
15. 设 n 是 正 整 数 , 令 D, 表示 n 的 所 有 正 因 数组 成 的 集合 ,对 于 整除 关系 "|”, 判 断 
(CD,, |) 是否 有 补 格 , 为 什么 ? 
16. 在 布尔 代数 (B, 十 ,。, 一 ,0,1) 中 ,对 于 任意 x,yEB, 试 证 : 
(1) x (rz *。y)=Zzy. 
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(2) x °* (XTy)=zx* yy. 

(3) (TXT * y) 二 (XT* y)=x. 

(4) (Zz 十 y 十 z)。 (Xx 十 y) 二 ZX 十 y. 

17. 设 (B, 十 ,。， ,0,1) 是 布尔 代数 ,对 于 任意 zx,y,zEB, 化 人 简 下 列 各 式 : 
CI CTO: 

(27 TT TT 

Co a og 

(4) (Z。y。z) 十 (Ze。y。z) 十 (zz。y。z). 


本 章 小 结 


1. 代数 结构 

前 面 几 章 分 别 讨 论 的 是 集合 代数 .关系 代数 和 逻辑 代数 . 一 个 集合 A 及 A 上 的 封闭 运 
算 六 ,fi,…, fi(k 宇 1) 就 构成 代数 结构 (A, 所 ,fi，,... ,fi). 对 于 特定 的 代数 结构 , 一 般 要 
求 其 中 的 运算 具有 某 种 性 质 . 

设 * 是 非 空 集合 S 上 的 2 元 代数 运算 , 奉 * 满 足 结 合 律 , 则 (S, * ) 就 是 半 群 . 设 * 是 非 
空 集合 M 上 的 2 元 代数 运算 , 厂 * 满足 结合 律 晶 M 关于 * 妥 元 e, 则 (M, x ,e) 就 是 独 
异 点 . 

子 代 数 一 般 比 原来 的 代数 结构 要 “小 ”. 讨论 代数 结构 ,一 种 常用 的 方法 是 根据 其 子 代 
数 所 具有 的 性 质 去 推测 原 代 数 的 性 质 . 

借助 于 映射 可 以 讨论 两 个 代数 结构 之 间 的 关系 : 代数 结构 的 同 态 与 同 构 , 这 是 讨论 代 
数 结构 的 又 一 种 常用 的 方法 . 

了 解 代数 结构 的 定义 、 子 代数 和 代数 结构 的 同 态 与 同 构 , 理解 半 群 和 独 异 点 的 定义 . 

2. 群 的 定义 及 性 质 

设 G 是 非 空 集合 ,。 是 G 上 的 2 元 代数 运算 ,(G,。) 是 群 必须 满足 下 列 3 个 条 件 . 

(1) 。 满 足 结合 律 : Vx,y,zEG,(zx*y)* z=X* (y* z); 

(2) G 关于 。 有 单位 元 ,通常 记 为 e: VrzEG,rz。e 一 ce。 工 一 工 ; 

(3) G 中 每 一 个 元 素 在 G 中 都 有 逆 元 : VXEG, jx 1E€EG,X 了 "TX 1 一 1。 一 e， 

例如 ，(R, 十 )，(R 一 {0},。) 是 群 . 

运算 可 交换 的 群 是 交换 群 或 阿 贝 尔 群 . 非 阿 贝尔 群 的 最 小 阶 是 6, 例如 A = {1, 2, 3) 
上 的 所 有 置换 构成 的 集合 S; 关于 映射 的 复合 运算 * 构 成 的 群 (S,,。). 

设 (G,。) 是 群 , 硅 存 在 a € G, 使 得 G 中 每 个 元 素 均 为 a 的 某 整 数 方 究 , 则 称 (G,。) 为 
循环 群 . 重要 的 两 类 循环 群 :(Z, ,十 , ) 是 mx 阶 循环 群 ,(Z, 十 ) 是 无 限 循环 群 . 

设 (G,，。) 是 群 ,OO 关 HCG, 若 电 关 于 G 的 运算 构成 群 , 则 称 ( 互 ,。) 是 (G,。) 的 子 群 ， 
记 为 HSG. 

要 求 掌 握 群 的 定义 , 理解 阿 贝 尔 群 循环 群 和 群 同 态 与 群 同 构 , 记 住 : 和 若 G 是 有 限 群 ， 
HG, 则 |HI|1GI. 

3. 环 和 域 

设 (R, 十 ,。) 是 舍 两 个 2 元 运算 的 代数 结构 , 若 
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(1) (CR, 十 ) 是 阿 贝 尔 群 . 

(2)(R,。) 是 半 群 . 

(3) 。 对 十 可 分 配 . 

则 称 (R, 十 ,。) 是 环 . 

例如 ，(Z, 十 ,。)，(R, 十 ,。)，(Z,， ,十 。,。,。) 是 环 . 

要 求 掌握 环 的 定义 ,理解 交换 环 、 含 么 环 .无 去 因子 环 . 整 环 和 除 环 等 概念 . 

设 ( 下 上 ,十 ,。) 是 环 , 右 (CF 一 (40}),。，) 是 Abel 群 , 则 称 (F, 十 ,。) 是 域 , 例如 (R, 十 ,，。)， 
(Z, ,十 ,,，。，)( 其 中 p 为 素数 ). 

有 限 域 的 几 个 结论 成 立 : 

(1) 设 (F, 十 ,，) 是 有 限 域 , 则 存在 素数 p 和 正 整数 nn 使 得 |F|==p”. 

(2) 对 于 任意 素数 p 和 正 整 数 n ,存在 p” 个 元 素 的 有 限 域 . 

(3) 元 素 个 数 相同 的 有 限 域 是 同 构 的 . 

要 求 掌 握 域 的 定义 , 记 住 有 限 域 的 上 述 3 个 结论 . 

4. 格 与 布尔 代数 

设 ( 工 ,入 ) 是 偶 序 集 , 右 工 中 任意 两 个 元 素 都 存在 上 确 界 以 及 下 确 界 , 则 称 ( 工 ,入 ) 是 格 . 
格 (L ,三 ) 中 的 运算 满足 (1) 交 换 性 ，(2) 结 合 性 ,(3) 吸 收 性 . 

设 (L, 三 ) 是 格 , 若 格 中 运算 相互 可 分 配 , 则 称 格 (L, 三 ) 为 分 配 格 . 

设 ( 工 ,十 ,。) 是 有 界 格 , 奇 工 中 每 个 元 素 a EL ,存在 6EL 使 得 a 十 6 二 1 HH a，5= 二 0, 则 
称 ( 工 ,十 ,。) 为 有 补 格 . 

元 素 个 数 三 2 的 有 补 分 配 格 (了 ,过 ) 称 为 布尔 代数 . 例如 (P(X), 守 ), (RR, 导 ), (FF, 之) 是 
布尔 代数 . 

设 (L, 硅 ) 是 有 补 分 配 格 , 则 De Morgan 律 成 立 , 即 对 于 任意 x,yEL 有 

(1) z+y=x* y. (2)rx* y=Zx++y. 

Stone 定理 设 (B, 十 ,。， ,0,1) 是 有 限 布尔 代数 , 则 存在 有 限 集合 X 使 得 (B, 十 ,。， ,0， 
1) 与 集合 代数 (P(X),U, 门 ，, 六 ,XX) 同 构 ， 进而 

(1) 任意 有 限 布尔 代数 (B, 十 ,。， ,0,1) 的 元 素 个 数 为 2" ,其 中 为 正 整数 . 

(2) 在 同 构 意义 下 ,2” 个 元 素 的 有 限 布尔 代数 是 唯一 的 ,其 中 ?为 正 整数 . 

要 求 掌握 格 的 定义 ,理解 格 的 运算 和 运算 性 质 . 和 车 握 分 配 格 有 补 格 和 布尔 代数 的 定 
义 ,， 理解 格 、 分 配 格 、 有 和 补 格 、 布 尔 代数 的 有 关 性 质 , 记 住 有 限 布尔 代数 的 Stone 定理 及 其 


推论 . 
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第 6 章 论 


图 论 的 创始 人 是 瑞士 数学 家 L. Euler ,他 于 1736 年 首次 建立 “图 ”模型 解决 了 哥 尼 斯 保 
七 桥 问 题 . 

1936 年 匈牙利 的 Denesk6nig 出 版 了 第 一 本 图 论 方面 的 专著 ,在 这 期 间 德 国 的 G. R. 
Kirchhoff ,英国 的 A. Cayley 和 W.R. Hamilton 以 及 法 国 的 M. E. C.Jordan 等 人 都 做 出 过 
开创 性 的 工作 . 

将 集合 间 的 关系 画图 表示 出 来 就 是 图 .图 论 讨 论 的 是 “拓扑 结构 ”, 涉 及 集合 .映射 .运算 
和 关系 等 ,其 应 用 领域 非常 广泛 , 它 已 经 渗透 到 诸如 语言 学 .逻辑 学 、 物 理学、 化 学 .电信 工 
程 、 信 息 论 .控制 论 .经 济 管理 等 各 个 领域 ,特别 是 在 计算 机 科学 中 的 数据 结构 .计算 机 网 络 、 
计算 机 软件 ,算法 理论 、 操 作 系 统 、 分 布 式 系统 、 编 译 程序 以 及 数据 挖 所 等 方面 都 扮演 着 重要 
角色 . 

实际 上 ,数据 库 和 软件 工程 中 的 E-R 图 ,Internet、WWW 和 社会 网 络 等 复杂 网 络 人 研究 
都 要 用 到 较 次 入 的 图 论 知识 ,计算机 算法 很 多 都 是 归结 到 图 论 算法 进行 研究 的 . 


6.1 图 的 基本 概念 


6.1.1 图 的 定义 


哥 尼 斯 保 (Ko6ningsberg) 城 位 于 立陶宛 的 普 雷 格 尔 (Pregel) 河 畔 ,河中 两 个 岛 将 整个 城 
市 分 成 了 4 部 分 ,各 部 分 由 7 座 桥 连接 ,如 图 6-1(a) 所 示 . 问题 是 : 是 否 可 从 某 一 个 地 方 出 
发 ,经 过 7 座 桥 ,每 座 桥 只 经 过 一 次 ,然后 又 回 到 原 出 发 点 . 这 是 一 个 久 而 不 得 其 解 的 问题 ， 
当时 的 L， Euler 是 这 样 做 的 : 将 4 个 地 方 分 别 用 4 个 点 (顶点 、 节 点 或 结 点 )A ,B,C,D 来 表 
示 ,两 个 地 方 之 间 有 一 座 桥 和 直接 相连 就 在 相应 的 两 个 点 之 间 男 一 条 “ 边 ”, 如 图 6-1(b) 所 示 ， 
于 是 就 得 到 一 个 图 ,这 是 七 桥 问题 的 图 模型 . 


(a) (b) 


假定 有 5 个 程序 ,分 别 是 vi ,vv ,vw ,vs ,它们 之 间 的 调用 关系 如 图 6-2 所 示 , 其 中 el 
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表示 vs, 可 以 调用 vi ,e, 表示 vi 可 以 调用 v, ,es 表示 vs 可 以 调用 目 身 vs ,es 表示 v 可 以 调 
用 v 等. 

由 前 面 的 2 个 例子 可 以 得 出 : 

【定义 6-1】 G(graph) 主 要 由 如 下 两 部 分 组 成 . 

(1) 市 点 集合 V, 其 中 的 元 素 v 称 为 节点 (vertex 或 node). 

(2) 边 集合 ,其 中 的 元 系 称 为 边 (edge). 

通常 将 图 G 记 为 G==(V,E). 

震 要 说 明 如 下 : 

JU 节点 又 可 以 称 为 点 、 顶 点 或 结 点 ,常用 一 个 实心 点 或 空心 点 表示 ,但 在 实际 应 用 中 还 
可 以 用 诸如 方形 、 圆 形 .区 形 等 符号 ,为 了 方便 可 以 在 这 些 符 号 的 劳 边 或 内 部 写 上 表意 名 称 ， 
或 直接 用 表意 名 称 代 表 点 ,如 图 6-3 所 示 是 一 个 典型 的 贝 叶 斯 网 络 (Bayesian networks). 


(* ) Season 
Sprinkler 恰 


Slippery 


图 6-2 图 6-3 


GO 边 及 其 表示 .在 图 6-1(b) 中 的 边 如 6; ,是 没有 方向 的 , 称 为 无 向 边 , 可 以 认为 A 是 起 
点 ,B 是 终点 ,也 可 以 认为 B 是 起 点 ,A 是 终点 ,这 时 A 和 B 称 为 边 2s 的 端点 (endvertices ) ， 
在 不 致 混淆 时 可 将 边 5 简 记 为 AB、BA、{A,B}) 或 {B,A), 表示 边 的 集合 {A,B)}= 二 {1B,A}) 中 
的 两 元 素 可 以 相同 ,是 可 重 集 合 ,与 通常 的 集合 有 所 不 同 . 在 图 6-2 中 的 边 如 es 有 方 回 , 称 
为 有 向 边 或 弧 (arc) ,其 起 点 ( 弧 尾 ) 为 v ,其 终点 ( 弧 头 ) 为 wa ,其 两 个 端点 分 别 为 ww 和 ws, 在 
方便 时 可 用 有 序 对 (w ,vs ) 或 (vs ,vs > 表示 边 es. 

所 有 边 都 是 无 问 边 的 图 称 为 无 向 图 (graph 或 undirected graph) ,所 有 边 都 是 有 回 边 的 
图 称 为 有 向 图 (Cdigraph 或 directed graph). 我 
们 暂 不 讨论 既 有 无 癌 边 又 含有 辐 边 的 混合 图 , 同 
时 假定 图 G=(V,E) 中 的 V 和 EE 均 有 限 . 

G) 图 的 拓扑 不 变性 质 . 需要 注意 的 是 ,我 们 
讨论 的 图 不 但 与 节点 位 置 无 关 , 而 且 与 边 的 形状 
和 长 短 也 无 关 . 

有 7 个 节点 的 图 称 为 n 阶 图 ,及 个 市 点 
m 条 边 的 图 称 为 (n，m) 图 . 如 图 6-4(a) 和 (a) (b) 
图 6-4(b) 所 示 的 图 分 别 是 3 阶 无 向 图 和 4 阶 有 图 6-4 
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回 图 . 
在 图 G= 二 (V,E) 中 , 称 V== 名 的 图 为 空 图 (empty graph) , 记 为 好 ,和 若 V 和 天 人 杂 但 下 上 一 亿 的 
图 称 为 零 图 (discrete graph) ,7 阶 零 图 可 记 为 N,, 仅 一 个 市 点 的 稚 图 称 为 平凡 图 (trivial 


graph). 
思考 图 的 计算 机 表示 方法 . 
6.1.2 邻接 


【定义 6-2】 设 G==(V,E) 是 图 ,对 于 任意 u,vEV, 硅 从 闻 点 到 节点 v 有 边 , 则 称 
u 是 邻接 到 wv(adjacent to) 或 称 和 w 是 邻接 的 (adjacent). 

在 无 向 图 中 ,车 wu 和 w 是 邻接 的 , 则 wv 和 w 也 是 邻接 的 .但 需要 注意 ,在 有 向 图 中 ,由 
u 和 wv 邻接 不 能 得 出 v 和 zx 邻接 ,例如 在 图 6-4(b) 中 ,节点 色 与 节点 vi 邻接 ,但 节点 vi 与 
vu 不 邻接 . 因此 ,邻接 与 节点 的 次 序 有 关 . 同时 ,在 图 6-4(a) 中 ,ws 与 v。 是 邻接 的 ,但 wi 与 
vi 以 及 vs 与 wa 是 不 邻接 的 ,在 图 6-4(b) 中 ,wi 与 vi 是 邻接 的 ,而 vi 与 v; 是 不 邻接 的 ， 
2 二 1 二 4. 

在 有 问 图 G 二 (V,E) 中 , 奢 邻接 到 wv, 则 称 是 v 的 先驱 元 素 ,v 是 的 后 继 元 素 . 

在 无 器 图 G 二 (V,E) 中 , 硅 两 条 边 ee 和 e 有 公共 端点 , 则 称 边 es 和 e, 是 邻接 的 . 


6.1.3 关联 
【定义 6-3】 设 G 二 (V,E) 是 图 ,eEE,e 的 两 个 端点 分 别 为 & 和 wv, 则 称 边 e 与 节点 以 及 
边 e 与 方 点 v 是 关联 的 (incident). 


(loop) .关联 的 起 点 相同 与 终点 也 相同 的 边 称 为 多 重 边 (multiple edges) 或 平行 边 , 其 边 数 
称 为 边 的 重 数 (mnultiplicity). 

在 图 6-4(a) 中 ,在 节点 vs 处 有 两 个 目 环 ee 和 e ,它们 是 多 重 边 ,et 和 es 是 多 重 边 .在 
图 6-4(b) 中 ,在 节点 vi 处 有 1 个 目 环 ey ,el 和 es, 是 多 重 边 ,但 ec 和 es 不 是 多 重 边 . 


6.1.4 简单 图 


1. 简单 图 
【定义 6-4】 设 G==(V,E) 是 图 , 奉 G 中 既 无 目 环 又 无 多 重 边 , 则 称 G 是 简单 图 (simple 
graph). 


在 前 面 所 出 现 的 图 中 ,只 有 图 6-3 是 简单 图 . 如 图 6-5 所 示 是 彼得 森 
(Petersen,1831 一 1910) 图 , 它 是 一 个 有 看 特殊 性 质 的 简单 图 ,一 种 妖怪 图 
(snark graph) ,后 面 会 多 次 出 现 . 
2. 完全 无 向 图 
【定义 6-5】 设 G==(V,E) 是 nn 阶 简单 无 器 图 , 奢 G 中 任意 市 点 部 与 
其 余 nn 一 1 个 节点 邻接 , 则 称 G 为 n 阶 完全 无 向 图 (Complete Graph) , 记 图 6-5 
为 天,. 
图 6-6(a) 一 图 6-6(c) 所 示 分 别 是 天: ,Ks 和 K;. 
将 n 阶 完全 无 器 图 K， 的 边 任意 加 一 个 方 品 所 得 到 的 有 问 图 称 为 n 阶 竞赛 图 . 
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(a) (b) (c) 
图 6-6 


设 C=(V ,已 ) 是 半 阶 简单 有 回 图 , 奋 C 中 任意 节点 都 与 其 余 半 一 1 个 点 邻接 , 则 称 
G 为 2 阶 完全 有 向 图 . 显然 ,n 阶 完全 有 问 图 K， 的 任意 两 个 节点 都 是 相互 邻接 的 ,其 边 是 成 
对 出 现 的 . 

容易 证 明 ,” 阶 完全 无 问 图 天 , 的 边 数 为 n(n 一 1)/2. 

3. 名 图 

【定义 6-6】〗 设 G 二 (V,E) 是 nn 阶 简 单 无 回 图 ,由 G 的 所 有 节点 以 及 由 能 使 G 成 为 
K, 需要 添加 的 边 构成 的 图 称 为 G 的 补 图 (complementary graph) , 记 为 G. 

如 图 6-7(a) 和 图 6-7(b) 所 示 的 图 互 为 补 图 ,它们 是 相对 于 完全 图 而 言 的 . 


] ] 


(a) (b) 


显然 ,对 于 任意 节点 和 ww, 若 u 和 w 在 G 中 不 邻接 , 则 w 和 w 在 G 中 邻接 ; 阁 w 和 w 
在 G 中 邻接 , 则 ww 和 w 在 G 中 不 邻接 . 


站 题 6.1 


1. 在 图 6-8 中 ,用 1,2,3,4,5,6 表示 6 个 人 ,两 个 点 之 间 的 无 癌 边 表示 所 对 应 的 两 个 
人 认识 , 则 图 6-8 所 示 的 含义 是 什么 ? 能 得 出 任意 6 个 人 中 有 
3 个 人 相互 认识 或 相互 不 认识 的 结论 吗 ? 

2. 在 一 次 10 周年 同学 会 上 , 想 统 计 所 有 人 握手 的 次 数 之 和 ， 2 
应 该 如 何 建立 该 问题 的 图 模型 ? 

3. 在 一 次 联欢 舞会 上 ,要 得 出 跳 了 奇数 次 舞 的 人 数 的 规律 ， 2 
应 该 如 何 建立 图 模型 ? 特别 地 ,一 个 人 单独 跳 一 曲 舞 该 如 何 处 理 图 ”6.8 
呢 ? 某 两 人 多 次 跳舞 又 如 何 处 理 ? 

4. 对 于 任意 n(n 宇 2) 个 人 的 组 里 , 必 有 两 个 人 有 相同 个 数 的 朋友 ,解答 此 问题 的 图 模 
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型 该 如 何 建立 ? 

5. (3 户 3 井 问题 ) 在 一 个 地 方 有 3 户 人 家 ,并 且 有 3 口 井 供 他 们 使 用 . 由 于 土质 和 气候 
的 关系 ,有 些 井中 的 水 常常 干枯 ,因此 各 户 人 家 要 到 有 水 的 井 去 打 水 .不 久 , 这 3 户 人 家 成 了 
和 锡 家 ,于 是 决定 各 上 自修 一 条 路 通 往 水 井 , 打 算 使 得 他 们 在 去 水 井 的 路 上 不 会 相遇 . 试 建立 解 
决 此 问题 的 图 模型 . 

6. (过 河 问题 ) 某 人 挑 一 担 菜 并 带 一 条 狼 和 一 只 羊 要 从 河 的 一 岸 到 对 岸 去 . 由 于 船 太 
小 ,只 能 带 狠 . 菜 . 羊 中 的 一 种 过 河 .由 于 明显 的 原因 , 当 人 不 在 场 时 , 狠 要 吃 羊 , 羊 要 吃 菜 . 通 
过 建立 图 模型 给 出 问题 答案 . 

7. 〈 分 油 问 题 ) 有 3 个 油 桶 A,B,C, 分 别 可 妆 8 帮 .5 帮 和 3 斤 油 . 假 设 A 桶 已 经 闻 满 了 
油 ,在 没有 其 他 度量 工具 的 情况 下 ,要 将 油 平 分 , 试 通 过 建立 图 模型 给 出 问题 答案 . 

8. 证 明 : 任何 nn 阶 完全 图 K; 的 边 数 为 n(n 一 1)/2. 

9. 对 于 阶 简单 无 向 图 G, 若 其 边 数 为 m, 试 计算 G 的 补 图 G 的 边 数 . 

10. 举 出 两 个 已 经 遇 到 的 应 用 图 的 例子 . 


6.2 碍 点 的 度数 


在 “七 桥 问 题 * 中 ,图 6-1(b) 的 图 中 一 个 市 点 的 度数 就 是 图 6-1(a) 的 相应 地 点 出 发 的 
“ 桥 ” 的 数目 . 

在 任意 图 G 二 (V,E) 中 ,每 一 条 边 eEE 部 要 关联 2 个 问 点 uwEV 和 wEV. 夺 4 二 v, 则 
称 边 e 与 节点 区 的 关联 次 数 为 2; 大 4 关 v, 则 称 边 e 与 市 点 v 的 关联 次 数 为 1. 硅 边 eEE 与 
节点 vEV 不 关联 , 则 称 边 e 与 节点 V 的 关联 次 数 为 0. 

【定义 6-7】 设 G==(V,E) 是 无 问 图 ,vEV, 称 与 节点 v 关联 的 所 有 边 的 关联 次 数 之 和 
为 闻 点 v 的 度数 (degree), 记 为 deg (v). 

在 图 6-9(a) 中 ,deg(wi) 二 2,deg(vs) 二 5,deg(vs) 二 3. 很 容易 知道 ,节点 处 的 一 个 自 环 
算 2 度 . 

【定义 6-8】 设 G==(V,E) 是 有 向 图 ,vEV， 
称 以 wv 为 起 点 的 边 的 数目 为 方 点 v 的 出 度 (out- 
degree), 记 为 od(v), 以 wv 为 终点 的 边 的 数目 为 
闻 点 vv 的 入 度 (in-degree), 记 为 id(v), 称 
od(v) 十 1d(v) 为 节点 wv 的 度数 , 记 为 deg(v). 

在 图 6-9(b) 中 ,万 点 my 和 wv 的 出 度 
分 别 为 3,1,1,2, 人 度 分 别 为 2,2,2,1, 于 是 其 度 (a) () 

数 分 别 为 5,3,3,3. 在 有 问 图 中 ,同样 有 节点 处 图 6-9 
的 一 个 目 环 算 2 度 . 

下 面 的 定理 是 L. Euler 在 1736 年 证 明 的 图 论 中 的 第 一 定理 ,和 常 称 为 “握手 定理 ”, 因 为 
一 条 边 表示 两 只 手 握 在 一 起 . 

【定理 6-1】 在 任何 (n,m2) 图 G= 二 (V,E) 中 ,其 所 有 节点 度数 之 和 等 于 边 数 x 的 
2 倍 , 即 
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deg(v) = 2m 


v€EV 
证 ”这 是 由 于 每 一 条 边 在 计算 >》 deg(v) 时 都 是 占 2 度 , 结论 成 立 . 
vEV 


由 上 述 定 理 容易 得 出 
推论 在 任意 图 中 ,度数 为 可 数 的 廊 点 个 数 必 为 偶数. 
证 ”因为 >,deg(o) = 2m, 而 》deg(v) = 二 》 deg(v) 十 》 ”deg(v), 所 以 


v€EV v€EV deg (z) 是 偶数 deg(v) 是 奇数 
| 之 deg() 必 为 偶数 , 进而 度数 为 奇数 的 下 点 个 数 必 为 偶数 . 
由 定理 6-1 及 其 推论 很 容易 知道 ,在 任何 一 次 聚会 上 ,所 有 人 握手 次 数 之 和 必 为 偶数 并 
且 握 了 奇数 次 手 的 人 数 必 为 偶数 . 
在 任意 有 问 图 中 ,显然 有 : 
【定理 6-2】 在 任意 有 回 图 中 ,所 有 节点 的 出 度 之 和 等 于 人 度 之 和 . 
在 任意 图 G 二 (V,E) 中 ,度数 为 0 的 市 点 称 为 孤立 点 (isolated vertex) ,度数 为 1 的 节点 


称 为 悬挂 点 (pendant vertex). 

【 例 6-1】 证 明 : 对 于 任意 n(n 三 2) 个 人 的 组 里 , 必 有 两 个 人 有 相同 个 数 的 朋友 . 

证 ”将 组 里 的 每 个 人 看 作 节 点 ,两 个 人 是 朋友 当 且 仅 当 对 应 的 节点 邻接 ,于 是 得 到 一 个 
n 阶 简单 无 品 图 G, 进 而 G 中 每 节点 的 度数 可 能 为 0,1,2,…,72 一 1 中 一 个 . 

当 G 中 无 孤立 点 时 ,于 是 每 方 点 的 度数 可 能 为 1,2,…,n 一 1. 由 于 共有 7 个 节点 ,于 是 
必 有 了 两 市 点 度数 相同 . 

当 G 中 有 孤立 点 时 ,这 时 每 厄 点 的 度数 只 可 能 为 0,1,2,…,n 一 2. 同样 由 于 共有 7 个 节 
点 ,因此 必 有 两 节点 度数 相同 . 

右 一 个 简单 无 问 图 G 的 每 节点 度数 均 为 &, 则 称 G 为 k- 正 则 图 (kregular graph ). 
图 6-10(a) 和 图 6-10(b) 是 两 个 3- 正则 (6,9) 图 . 


(a) (b) 
图 6-10 


【 例 6-2】 设 无 癌 图 G 是 一 个 3- 正 则 (zz2) 图 , 且 2n 一 3 二 m2, 求 n 和 mmr 各 是 多 少 ? 

解 ” 由 握手 定理 有 3n 二 2m. 根据 已 知 ,2n 一 3 二 mm, 可 以 得 出 n= 二 6,m 二 9. 这 样 的 图 可 如 
图 6-10 所 示 . 

【定义 6-9】 在 任意 图 C=(V ,已 ) 中 , 称 A(CG) 一 max deg(v) 为 图 G 的 最 大 度 ,0CC) 三 


min deg(v) 为 图 G 的 最 小 度 .在 有 问 图 G 二 (V,E) 中 , 称 人 AT (G) 一 max od(v) 为 有 问 图 
G 的 最 大 出 度 ,0 (G) =min od(v) 为 图 G 的 最 小 出 度 ,A- (G) 一 max id(v) 为 有 问 图 G 的 最 
大 入 度 ,6 (G)=min id(v) 为 图 G 的 最 小 入 度 . 
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在 图 6-9(a) 中 ,A(G)=5,0(G) 一 2. 在 图 6-9(b) 中 ,A(CG)=5,8CG) 一 3. 对 于 正则 图 有 
A(G)=6(G). 

对 于 无 回 图 G 二 (V,E),V 二 {v1 ,vo ,vV,)}, 称 deg(vi1),deg(v,),…,deg(v,) 为 G 的 度 
数 序 列 . 例如 ,在 图 6-9(a) 中 图 的 度数 序列 为 2,， 5, 3. 对 于 有 向 图 ,还 可 以 定义 其 出 度 序列 
和 入 度 序 列 . 

【 例 6-3】 是 否 存在 一 个 无 向 图 ,其 度数 序列 分 别 为 : 

[17 7 5 4 2 91 

a 

解 (1) 由 于 序列 7, 5, 4, 2, 2, 1 中 ,奇数 个 数 为 奇数 ,根据 握 
手 定理 的 推论 知 ,不 可 能 存在 一 个 图 其 度数 序列 为 7, 5, 4, 2, 2, 1. 

(2) 因为 序列 4, 4, 3, 3, 2, 2 中 ,奇数 个 数 为 偶数 ,可 以 得 到 一 
个 无 回 图 如 图 6-11 所 示 ,其 度数 序列 为 4, 4, 3, 3, 2, 2. 

思考 ”对 于 给 定 的 自然 数 序列 di ,qd ,…,d, ,存在 一 个 无 向 图 (及 
简单 无 向 图 ) ,其 度数 序列 为 di ,ds ,…,d 的 充 要 条 件 是 什么 ? ns 


站 题 6.2 


1. 证 明 : 对 于 任意 阶 简 单 图 G 有 A(G) 三 n 一 1. 

2. 无 向 图 G 有 6 条 边 ,各 有 一 个 3 度 和 5 度 节点 ,其 余 均 为 2 度 节点 , 求 G 的 阶 数 . 

3. 证 明 : 

(1) 3- 正 则 图 的 阶 必 为 偶数 . 

(2) 有 7 个 人 ,每 个 人 恰 有 3 个 朋友 , 则 是 偶数 . 

4. 将 有 问 图 G 的 边 的 方向 去 掉 得 到 的 无 癌 图 称 为 G 的 基础 图 ,基础 图 是 完全 图 的 有 
回 图 称 为 竞赛 图 .证 明 : 任意 区 赛 图 的 所 有 市 点 的 出 度 平方 和 等 于 入 度 平方 和 . 

5. 硅 G 是 (4,m) 无 癌 图 , 则 6(G) 三 2m/n 三 A(G). 

6. 是 否 存在 一 个 无 问 图 ,其 度数 序列 分 别 为 

人 

《4 

7. 画 出 度数 序列 为 3, 2, 2, 1 的 简单 图 和 非 简单 图 各 一 个 . 

8. 设 无 各 图 GC 有 10 条 边 ,3 度 和 4 度 节 点 各 2 个 ,其 余 节 点 的 度数 均 小 于 3, 则 G 至 少 
有 多 少 个 节点 ? 在 最 少 节 点 的 情况 下 , 求 出 G 的 度数 序列 .最 大 度 A(G) 和 最 小 度 6(G). 

9. 证 明 : 存在 一 个 无 向 图 G, 其 度数 序列 为 给 定 的 自然 数 序列 di,d;,…,d， 的 充 要 条 


件 是 3 d; 和 0(mod 2). 
i=] 


6.3 于 图 图 的 运算 和 图 同 构 


6.3.1 子 图 


可 以 通过 一 个 图 的 子 图 去 考察 原 图 的 有 关 性 质 以 及 原 图 的 局 部 结构 . 
【定义 6-10】 设 G==(V,E) 和 五 = (W, 了 中) 是 图 , 夺 WCV 且 FCE, 则 称 玉 是 G 的 子 
。171 。 


图 (Csubgraph). 在 五 王 ( 丸 ,下 ) 是 G 王 (六 下) 的 子 图 上 且 太 = 六 , 则 称 互 是 G 的 生成 子 图 
(spanning subgraph). 

【 例 6-4】 求 出 如 图 6-12 所 示 中 有 癌 图 G 的 所 有 子 图 . 

解 G 的 所 有 子 图 除 空 图 如 外 分 别 为 图 6-12(a) 一 图 6-12(d), 其 中 图 6-12(c) 和 
图 6-12(d) 是 G 的 生成 子 图 . 

第 见 的 4 种 产生 G 二 (V,E) 的 子 图 的 方式 (也 是 图 的 4 种 运算 ) 如 下 : 

(1) GLWJj」 设 WCV, 则 以 W 为 节点 集合 ,以 两 端点 均 属 于 W 的 所 有 边 为 边 集合 构 
成 的 子 图 , 称 为 由 W 导出 的 子 图 (induced subgraph by W), 记 为 GLW J]. 

图 6-13(b) 是 图 G 中 节点 集合 WW= {v1 ,vi ,v3) 所 导出 的 子 图 . 


1 人 < 


(a) (b) (c) (a) G (b) G [vi ,vw,,U3] (c) G —{v1 ,UU3} 
图 6-12 图 6-13 


@ 二 


(2) G 一 W 设 WCV, 守 出 子 图 GLV 一 Wj 记 为 G 一 W, 是 在 G 中 去 掉 所 有 W 中 的 市 
点 ,同时 也 要 去 挥 与 W 中 节点 关联 的 所 有 边 .通常 将 G 一 {v} 记 为 G 一 v. 

图 6-13(c) 是 从 图 G 中 去 邱 节 点 集合 三 一 (uv ,vs} 所 得 到 的 子 图 . 

(3) GLF] 设 FCE, 则 以 下 为 边 集 合 ,以 下 中 边 的 所 有 端点 为 节点 集合 构成 的 子 图 ， 
称 为 由 下 导出 的 子 图 (induced subgraph by 下) , 记 为 GLF |. 

图 6-14(b) 是 图 G 中 边 集合 WW 三 {a,b,c} 所 导出 的 子 图 . 


(a) G (b) G [a,b,d] (c) G —{a,b,c} 
图 6-14 


(4) G 一 F 设 FCE, 则 从 G 中 去 掉 下 中 的 所 有 边 得 到 的 生成 子 图 记 为 G 一 F. 
图 6-14(c) 是 从 图 G 中 去 掉 下 = 二 {a,b,c}) 中 的 所 有 边 得 到 的 生成 子 图 G 一 {a,b,c}). 
设 G 二 (V,E) 是 nn 阶 简单 无 咎 图 , 则 G 的 补 图 为 

G=K,—E. 
另外 ,也 可 以 在 图 G=(V,E) 的 基础 之 上 ,通过 “ 

增加 V 中 某 些 市 点 间 的 一 些 “ 新 ” 边 U ,得 到 一 个 更 大 

的 图 G 十 U. 通常 记 G 十 {uv})( 或 G 十 {(uyv)}) 为 G 十 4 e d € 

uv( 或 G 十 (u,v)). (a) G 
图 6-15(b) 是 图 6-15(a) 增 加 边 bc 得 到 的 图 . 图 6-15 

i 


(b) G+bc 


6.3.2 图 的 运算 


图 的 运算 就 是 通过 一 定 的 操作 ,产生 “新 ”的 图 . 前 面 的 子 图 的 产生 实际 上 就 是 图 的 运 
算 , 但 它们 都 是 在 一 个 图 中 进行 讨论 的 . 

在 有 些 问题 的 讨论 中 ,还 会 出 现 两 个 图 之 间 的 一 些 运 算 . 我们 在 此 仅 给 出 定义 ,请 参见 
有 关 文 献 [16, 17j. 

【定义 6-11】 设 G = 二 Vi,Ei) 和 G, 二 (V;,,E;) 是 两 个 无 向 (或 有 癌 ) 图 . 

(1) 两 个 图 的 并 (union)Gi UG,= 二 (V,E), 其 中 EF=E,UE, 且 V=ViUV;. 

(2) 两 个 图 的 交 (cap)Gi 门 G; =(V,E) ,其 中 下 一 已 门 已 且 V==Vi 站 VV;. 

(3) 两 个 图 的 差 (difference)Gi 一 Gs 二 (V,E), 其 中 E=Ei 一 E; 且 V=Vi. 

(4) 两 个 图 的 环 和 (ring sum)G 由 G = 二 (V,E), 其 中 E=E,DE, 且 V=Vi UV 

思考 ”图 的 每 种 运算 的 性 质 有 哪些 ? 它 与 集合 的 并 、 交 、 差 、( 补 ) 及 环 和 (对 称 差 ) 运 算 
的 性 质 有 什么 不 同 ? 


6.3.3 图 同 构 


由 于 图 的 拓扑 性 质 , 有 可 能 两 个 表面 上 看 起 来 不 同 的 图 本 质 上 是 同一 个 图 ,这 就 是 图 同 
构 的 问题 . 

【定义 6-12】 设 G==(Vi,Ei) 和 GG 二 (Vi,E;) 是 无 向 (或 有 向 ) 图 , 若 存 在 一 个 双 射 9: 
Wi 一 V; 使 得 对 于 任意 u,vEVi,uvE€E Ei( 或 (u,v)EE) 当 且 仪 当 wl(u)w(v) EE,( 或 (pg(u)， 
9(v))EE,) 昌 边 的 重 数 相同 , 则 称 图 G1 与 Gs 同 构 (isomorphism), 记 为 G1 空 G;. 

由 定义 知 ,Gi 实 Gs 的 充 要 条 件 是 图 Gi 与 Gs 的 节点 与 边 分 别 存在 一 一 对 应 , 且 保 持 节 
点 与 边 的 关联 关系 .更 再 观 地 说 ,Ci 人 Cs 是 指 其 中 一 个 图 仅 经 过 下 列 两 种 变换 可 以 变 为 男 
一 个 图 : 

(1) 挪动 节点 的 位 置 ; 

(2) 伸缩 边 的 长 短 . 

显然 ,在 图 6-12 中 (a) 与 (b) 是 同 构 的 . 下列 ( 图 6-16(a) 和 图 6-16(b)) 的 两 个 图 是 同 
构 的 . 

图 6-17 中 的 两 个 图 是 不 同 构 的 ,因为 (a) 中 图 G 含 有 天 子 图 ,而 K;,; 中 没有 
K; 子 图 . 


人 讽 公 陈 


(a) Ci (b) G» (a) G (b) K;; 
图 6-16 图 6-17 


对 于 两 个 有 加 图 同 构 的 判断 ,特别 要 注意 边 的 方 回 的 一 致 性 .下 列 的 3 个 有 加 图 如 
J 


图 6-18 所 示 中 G 储 C, , 但 Ci 与 G; 不 同 构 , 因 为 Cs 中 有 一 
个 节点 的 入 度 为 2, 而 Ci 没有 . 

思考 ”给 出 至 少 4 个 两 个 图 同 构 的 必要 条 件 . 

显然 ,图 的 同 构 关 系 是 等 价 关 系 , 即 有 

(1) 目 反 性 ”对 于 任意 图 G, 有 CG 估 CC. 

(2) 对 称 性 ” 若 Gi 实 G; , 则 Gs, 衬 G. 

(3) 传递 性 ” 若 G 衬 G; 且 G;, 衬 G; , 则 G, 实 G，. 

2015 年 ,芝加哥 大 学 Babai 教授 给 出 了 在 拟 多 项 式 时 间 复 杂 度 内 判定 两 个 图 同 构 算法 . 

最 后 ,介绍 至 今 示 解决 的 乌拉 姆 (Ulam) 猜 想 %7]. 

乌拉 姆 (Ulam) 猜 想 (1929) 设 G 和 Gs 是 两 个 简单 无 回 图 ,Ci 的 节点 集合 Vi 二 (vi， 
zy ,Gz 的 节点 集合 Vi 二 {wi yw ,…,w,), 若 对 于 任意 i 二 1,2,…,n, 均 有 Gi 一 vi 完 
G; 一 wi; 则 G, 守 G,. 

乌拉 姆 猜想 的 实际 模型 :两 张 照片 ,用 左手 后 住 第 一 张 照片 的 一 部 分 ,右手 后 住 第 二 张 
照片 相应 的 部 分 ,能 看 到 的 部 分 一 致 . 如 此 轮番 地 观察 ,每 次 看 到 的 图 像 均 相同 , 则 两 张 照 
片 相同 . 


(a) Ci (b) G» (C) G; 
图 6-18 


站 题 6.3 


. 画 出 天 : 的 所 有 不 同 构 的 非 空子 图 . 

. 画 出 所 有 不 同 构 的 (5，3) 简 单 无 向 图 及 其 补 图 . 

. 证 明 : 在 天 ,的 所 有 不 同 构 的 生成 子 图 中 ,有 3 个 具有 3 条 边 . 
. 证 明 : 2(01 过 2 过 3) 阶 不 同 构 的 简单 有 回 图 有 20 个 . 

. 说 明 图 6-19(a) 和 图 6-19(b) 两 个 无 向 图 不 同 构 . 


i 


(b) 


OO 0 DD 一 


图 6-19 


6. 说 明 图 6-20 中 4 个 有 回 图 彼此 不 同 构 . 


人 人 个 


(d) 
图 6-20 
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7. 若 一 个 简单 无 向 图 G 与 其 补 图 G 同 构 , 则 称 G 为 自 补 图 . 

(1) 试 画 出 所 有 不 同 构 的 5 阶 目 补 图 . 

(2) 硅 G 是 n 阶 日 补 图 , 则 KK; 的 边 数 为 偶数 . 

(3) 硅 G 是 n(n 三 2) 阶 日 补 图 , 则 存在 正 整 数 k 使 得 n= 二 4k 或 n= 二 4k 十 1. 
(4) 是 否 存 在 6 阶 自 补 图 ? 

8. 试 就 n 二 3 证 明 乌 拉 姆 (CUlam) 猜 想 . 


6.4 路 与 回路 


在 图 G==(V,E) 中 ,经 常 考虑 从 一 个 节点 出 发 , 沿 着 一 些 边 连 续 移动 到 另 一 个 节点 的 问 
题 ,这 就 是 路 的 概念 , 它 与 七 桥 问 题 密切 相关 . 


6.4.1 路 


【定义 6-13】 在 任意 一 个 图 G 二 (V,E) 中 , 称 G 中 节点 与 边 交 蔡 出 现 的 序列 LL: 
ooeluiezu Ui_1CiVi"*YC101 为 从 vo 到 wi 一 条 路 (walk， way), 其 中 对 于 i 二 1,2,…,l1,v_1 是 
ei 的 起 点 ,vi 是 e; 的 终点 . 

在 从 vo 到 vw 路 LL: voeiviezvo"…vi-ieivi…erv1 中 ,vo 称 为 路 的 起 点 ,vi 称 为 路 的 终点 ， 
L 所 经 过 的 边 数 / 称 为 路 的 长 度 (length of walk) 或 跳 数 (hop number). 特别 地 ,单独 一 个 节 
点 v 构 成 的 序列 是 v 到 ww 的 长 度 为 0 的 路 , 称 为 平凡 路 . 

例如 ,在 图 6-21(a) 中 wesvesvsesvse1v 是 一 条 从 vs 到 w 长 度 为 4 的 路 ,在 图 6-21(b) 中 
vie7v1e1V2C3v3 是 一 条 从 vi 到 vs 长 度 为 3 的 路 . es 
需要 注意 的 是 ,有 回 图 中 的 路 须 按 边 的 方向 走 ， 
有 回 图 中 的 路 可 称 为 有 回路 . 

在 不 引起 混 消 的 情况 下 ,可 以 将 路 工 : 


voe1vie2vV2 uieioi el 简 记 为 厂 : vovivs*…… 


VU; Ui 或 工 : Cl ez。 Cj…wee)， 

在 路 中 ,有 两 种 特殊 的 路 . 一 种 是 节点 不 重 
复 的 路 , 称 为 路 径 (path). 一 种 是 边 不 重复 的 路 ， (a) (b) 
称 为 轨迹 (trail). 图 6-21 


显然 ,路径 是 轨迹 ,但 轨迹 不 一 定 是 路 径 . 如 
在 图 6-21(a) 中 U3 €3 U2 €2 U2 是 一 条 从 U3 到 U2 的 轨迹 ,但 不 是 路 径 . 

说 明 由 于 图 论 应 用 的 广泛 性 ,很 多 概念 存在 意义 上 的 差别 .之 所 以 选择 路径 ”, 它 有 
捷径 之 意 ;“ 轨 迹 ? 强 调 边 不 重复 , 它 是 (可 能 多 次 ) 走 过 后 留 下 的 痕迹 . 

在 守 阶 图 G 王 (已 ) 中 ,各 存在 从 节点 w 到 男 一 个 节点 vi 的 一 条 路 ,可 将 所 有 重复 走 
的 部 分 如 vi…wvi 改 为 wi( 去 掉 重 复 部 分 ) ,一 卫 到 没有 市 点 重复 为 止 ,由 于 nn 阶 图 的 任何 路 径 
的 长 度 志 nn 一 1, 于 是 存在 一 条 从 vo 到 wi 一 条 长 度 三 n 一 1 的 路 径 . 

【定义 6-14】 在 图 CG=(W ,已 ) 中 , 称 节 点 & 到 节点 wv 的 边 数 最 少 的 长 度 为 u 到 w 的 距 
离 (distance), 记 为 d(u,v). 硅 广 点 到 w 的 路 ( 径 ) 不 存在 , 则 称 到 w 的 距离 为 2. 称 
maxd (u,v) 为 图 G 的 直径 (diameter), 记 为 diam(G). 


A 


显然 ,对 于 任意 节点 usvuEV 有 d (zy TD) 之 0. 
6.4.2 回路 


【定义 6-15】 在 图 G==(V,E) 中 ,在 路 工 : woeluesu oilieiui eu 二 1) 中 ,起 点 wm 
与 终点 v, 相同 的 路 称 为 回路 (circuit). 边 不 重复 的 回路 称 为 简单 回路 (simple circuit) 或 
闭 迹 (closed trail). 除 起 点 重复 一 次 外 , 别 的 节点 均 不 重复 的 简单 回路 称 为 圈 或 环 (cycle). 

在 图 6-22(a) 中 ,1346527 是 G 的 一 条 简单 回路 ,这 a 
里 用 数字 表示 边 ,abdeca 是 G 的 一 圈 . 由 定义 易 知 , 圈 是 


简单 回路 ,而 简单 回路 不 必 是 圈 . "A 
图 论 中 的 圈 有 圆圈 之 意 ,在 计算 机 科学 中 常 称 为 环 ， | l 
它 有 环 路 .循环 的 意思 ,但 不 要 与 是 边 的 自 环 (loop) 混 淆 4 i 
了 ,因为 目 环 是 边 ,一 般 的 环 (cycle) 是 路 . (a) (b) 
圈 的 一 般 形 式 如 图 6-22(b) 所 示 , 有 7 个 节点 的 圈 称 图 6-22 


为 n 阶 圈 , 记 为 C. 在 2 一 1 阶 圈 C,_1 的 内 部 放置 一 个 节 
点 ,并 使 之 与 C, 的 每 个 节点 邻接 ,这 样 得 到 的 图 称 为 于 阶 轮 图 , 记 为 峡 ,. 
由 定义 知 ,长 度 为 0 的 路 不 称 为 回路 . 显然 ,节点 习 到 zw 的 边 可 得 到 一 个 长 度 为 1 的 圈 . 
类 似 地 ,在 7 阶 图 G 二 (V,E) 中 , 硅 存 在 从 市 点 w 到 w 的 一 条 简单 回路 , 则 存在 一 条 从 m 
到 w 长 度 三 n 的 圈 . 
下 面 的 定理 很 有 用 . 其 证 明 过 程 用 到 了 “最 长 路 径 法 ”技巧 . 
【定理 6-3】 在 无 向 图 G= 二 (V,E) 中 , 奎 任 意 vEV 有 deg (v) 宇 2, 则 G 中 存在 圈 . 
证 不 妨 设 G 是 简单 图 .在 G 中 选取 一 条 最 长 的 路 径 L: voviv，…v,， 由 于 L 是 最 长 路 
径 , 与 vo。 邻接 的 节点 必 在 LL 上 . 设 wi(2 达 i 过) 与 vo 邻接, 则 www…uoo 是 G 中 的 一 个 圈 . 


站 题 6.4 


1. 在 图 6-23(a) 和 图 6-23(b) 中 ,分 别 找 出 一 条 包含 所 有 边 的 轨迹 . 
2. 对 于 完全 无 向 图 K,， 

(1) 共有 多 少 个 圈 ? 

(2) 包含 某 条 边 的 圈 有 多 少 个 ? 

(3) 任意 两 个 不 同 节 点 之 间 有 多 少 条 路 径 ? 

3. 在 图 6-24 中 , 求 节 点 A 到 点 下 的 : 

(1) 所 有 路 径 ; 

(2) 所 有 轨迹 ; 

(3) 距离 . 

4. 在 图 6-25 中 , 求 

(1) vi 到 ww 长 度 分 别 为 1,2,3 的 路 分 别 是 哪些 ? 

(2) vi 到 wi 长度 分 别 为 1,2,3 的 回路 分 别 是 哪些 ? 

(3) 图 6-25 中 长 度 为 3 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 回路 ? 
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(a) (b) D E F 
图 6-23 图 6-24 图 6-25 


5. 在 无 问 图 G 的 任意 两 个 节点 之 间 都 存在 一 条 路 , 则 G 中 任意 两 条 最 长 轨迹 存在 公 
6. 设 G 是 简单 有 向 图 且 有 = 二 max{61+ (G),6-(G)}, 则 G 中 存在 长 度 至 少 为 & 的 轨迹 . 
7. 证 明 : 在 一 个 没有 回路 的 竞赛 图 G 中 ,对 于 任意 节点 wu 和 w 有 
od(u) 和 天 od(wv) 
8. 若 在 有 向 图 G==(V,E) 中 ,任意 节点 vEV 的 人 度 id(v) 三 2, 则 G 中 至 少 含 有 两 个 不 
同 的 圈 . 


6.5 图 的 连通 性 


图 的 基本 性 质 之 一 是 其 连通 性 , 它 与 图 中 从 市 点 到 节 点 的 路 又 是 密切 相关 的 .为 了 讨论 
方便 , 先 给 出 : 

【定义 6-16】 在 任何 图 G 二 (V,E) 中 , 硅 从 市 点 到 存在 一 条 路 , 则 称 x 可 达 
v(accessible). 

由 于 节 点 v 到 wv 总 存在 一 条 长 度 为 0 的 路 ,因此 任意 节点 v 可 达 wv 目 吴 . 

先 讨 论 无 回 图 的 连通 性 . 


6.5.1 无 向 图 的 连通 性 


【定义 6-17】 设 CG=(V ,已 ) 是 无 回 图 ,对 于 任意 xy,vEV 均 可 达 , 则 称 G 是 连通 图 
(connected graph ) . 
显然 ,图 6-26(a) 是 连通 图 ,而 图 6-26(b) 是 非 连通 图 . 


(a) (b) 
图 6-26 


" 


特别 地 ,单独 一 个 节点 wv 是 连通 图 ,因为 v 到 w 存在 长 度 为 0 的 路 , 即 ， 总 是 可 达 的 . 

实际 上 ,在 任意 无 器 图 G 二 (V,E) 中 有 : 

【定义 6-18】 设 G==(V,E) 是 无 向 图 ,G 中 极 大 的 连通 子 图 称 为 G 的 连通 分 支 
(connected component) ,图 G 的 连通 分 支 数 记 为 w(G). 

由 定义 知 ,图 G 的 连通 分 支 满足 3 个 条 件 : (1) 连 通 分 支 是 G 的 子 图 ; (2) 该 子 图 本 身 
是 连通 图 ; (3) 在 该 子 图 中 再 添加 原 图 G 的 任意 边 或 节点 都 不 连通 . 

在 图 6-26(a) 中 图 仅 一 个 连通 分 支 . 在 图 6-26(b) 中 图 有 3 个 连通 分 支 , 它 们 分 别 是 
GLA,B,C],GLD] 和 GLE,F]. 

一 个 显然 的 结论 如 下 : 

【定理 6-4】 设 G==(V,E) 是 无 回 图 , 则 G 是 连通 图 当 且 仅 当 冯 (CC) 一 1. 

与 定理 6-4 等 价 的 命题 是 : 无 癌 图 G 非 连通 当 且 仅 当 双 (C) 壹 2. 

【 例 6-5】 设 G==(V,E) 是 简单 无 向 图 ,车 G 不 连通 , 则 G 的 补 图 G 连通 . 


(1) 车 和 w 在 G 中 不 邻接 , 则 根据 补 图 的 定义 知 ,wu 和 w 在 G 中 邻接 ,于 是 w 可 达 vw. 

(2) 厂 妈 和 w 在 G 中 邻接 , 则 w 和 w 必 在 图 G 的 同一 个 连通 分 文 C1 中 .由 于 G 不 连通 ， 
w(G) 宇 2. 设 Cs 是 G 的 男 一 个 连通 分 文 ,在 Cs 中 选取 节点 蔬 , 则 在 G 中 wx 和 w 在 G 中 不 邻 
接 旦 vv 和 w 在 G 中 不 邻接 ,于 是 wx 和 w 在 G 中 邻接 且 v 和 w 在 G 中 邻接 ,进而 uvwwv 是 
G 中 从 xx 到 的 一 条 路 ,于 是 可 达 vw. 

由 (1) 和 (2) 知 ,G 是 连通 图 . 

【 例 6-6】 设 G==(V,E) 是 n 阶 简单 无 向 图 , 硅 对 于 任意 的 G 中 不 相 邻 的 节点 和 w 有 
deg (w) 十 deg (v) 宇 n 一 1, 则 G 是 连通 图 . 

证 〈 反 证 法 ) 设 G 不 连通 , 则 G 至 少 有 两 个 连通 分 支 C! 和 Cz , 设 其 节点 数 分 别 为 
m1 和 nz. 显然 ,mn 十 ns 三 n. 在 Ci 中 取 市 点 ,在 Cs 中 取 厄 点 v, 这 时 和 w 在 G 中 不 相 邻 且 
deg (uu) 三 ni 一 1 及 deg (v) 三 ns, 一 1, 于 是 

deg (4z) 十 deg (oT) (2 一 1 十 (zz 一 1) 和 1 一 2 一 7 一 ] 

与 已 知 巴 盾 . 

注意 在 离散 问题 讨论 中 ,经 常 使 用 反 证 法 . 

上 面 的 两 个 例子 给 出 了 证 明 无 回 图 连通 常用 方法 .下 面 的 结论 也 是 很 有 用 的 . 

【定理 6-5】 设 G==(V,E) 是 连通 无 器 图 , 则 

(1) 去 掉 G 中 任意 简单 回路 C 上 的 一 条 边 e 得 到 的 图 G 一 e 连通 . 

(2) 去 挥 度数 为 1 的 节点 忆 得 到 的 图 C 一 "连通 . 

证 〈 留 作 练 习 ). 


6.5.2 无 向 连 通 图 的 点 连通 度 与 边 连 通 度 


对 于 无 问 连 通 图 ,其 连通 的 程度 是 不 同 的 ,有 些 很 “脆弱 ”, 有 的 则 相反 . 

1. 点 割 集 与 点 连通 度 k (G) 

【定义 6-19】 设 G=(V ,已 ) 是 连通 无 向 图 上 且 太 CCV, 若 从 G 中 删除 W 的 所 有 节点 所 得 
到 的 子 图 不 连通 或 是 1 阶 图 ,而 删除 W 的 任意 真子 集 都 连通 , 则 称 W 为 G 的 点 割 集 (cut- 
set of vertices). 
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“ 制 ” 是 分 割 、 分 离 ,分开 的 意思 , 恰 使 得 G 不 连通 或 是 1 阶 图 所 要 去 抒 的 节点 集合 称 为 
G 的 点 割 集 . 阁 点 割 集 W={v), 则 称 wv 为 G 的 割 点 (cut point) 或 关节 点 2 (articulation 
point). 

由 定义 知 ,1 阶 图 的 点 割 集 为 如 .在 图 6-27(a) 中 ,{a,5} 和 {c,d}) 是 Gi 的 点 割 集 , 在 
图 6-27(b) 中 ,A 和 B 是 G, 的 割 点 . 


(a) Ol (b) G,» 
图 6-27 


【定义 6-20】 设 G==(V,E) 是 连通 无 癌 图 , 称 min {|W|I;W 是 G 的 点 割 集 } 为 G 的 点 
连通 度 (vertex-connectivity) ,人 向 称 连通 度 , 记 为 <(C). 

根据 定义 ,一 个 连通 无 回 图 G 的 点 连通 度 是 使 得 G 不 连通 或 为 1 阶 图 所 要 删 去 的 最 少 
的 节点 个 数 . 于 是 ,1 阶 图 的 点 连通 度 为 0, 而 完全 无 向 图 开 , 的 点 连通 度 <( 开 ,) 王 2 一 1 

在 图 6-27(a) 中 图 Gi 的 点 连通 度 为 2, 在 图 6-27(b) 中 图 G, 的 点 连通 度 为 1. 

点 连通 度 <(G)= 2 的 图 称 为 2- 连 通 或 重 连通 图 (biconnected graph). 确定 一 个 无 回 图 
是 否 重 连通 具有 重要 的 意义 .假定 无 回 图 的 节点 表示 电话 交换 站 , 边 表 示 电 话 线 , 则 在 点 连 
通 度 为 2 的 通信 网 络 系 统 中 ,一 个 站 发 生 故 障 系 统 仍 可 正常 工作 . 

2. 边 割 集 与 边 连通 度 A (G) 

【定义 6-21】 设 G==(V,E) 是 连通 无 问 图 且 FCE, 奉 从 G 中 删除 的 所 有 边 所 得 到 
的 子 图 不 连通 或 是 平凡 图 ,而 删除 下 的 任意 破 子 集 都 连通 , 则 称 下 为 G 的 边 割 集 (cut-set of 
edges). 

恰 使 得 G 不 连通 或 是 平凡 图 所 要 去 掉 的 边 的 集合 称 为 G 的 边 割 集 . 奢 边 割 集 == {e})， 
则 称 e 为 G 的 割 边 或 桥 (bridge). 

在 图 6-27(a) 中 ,{ei ,es ,es) 是 Gi 的 边 割 集 , 在 图 6-27(b) 中 ,e 是 Gs 的 割 边 (或 桥 ). 

【定义 6-22】 设 G==(V,E) 是 连通 无 问 图 , 称 min {1F|I; 下 是 G 的 边 制 集 } 为 G 的 边 
连通 度 (edge-connectivity) , 记 为 A4(G). 

根据 定义 ,一 个 连通 无 回 图 G 的 边 连通 度 是 使 得 G 不 连通 或 为 平凡 图 所 要 删 去 的 最 少 
的 边 的 数目 . 

在 图 6-27(a) 中 图 Gi 的 边 连 通 度 为 3, 在 图 6-27(b) 中 图 Gs 的 边 连 通 度 为 1. 

下 面 的 定理 是 H. Whitney 在 1932 年 给 出 的 关于 点 连通 度 、 边 连通 度 及 最 小 度 之 间 的 
联系 的 一 个 结论 . 

【定理 6-6】 设 G==(V,E) 是 连通 无 问 图 , 则 xk(G) 三 A(G) 三 6(G). 

证 (1) 先 证 4(G) 三 6(G). 由 于 将 任意 一 个 节点 所 关联 的 边 全 去 抒 后 都 不 连通 ,所 以 
有 4(G)6(G). 
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(2) 再 证 xk(G) 三 A4(G). 当 )CG)= 王 0 或 1 时 ,结论 显然 成 立 . 下 设 人 (CC) 三 2. 于 是 ,在 G 中 
删除 含 边 割 集 的 4(G) 条 边 后 得 到 的 图 不 连通 ,而 删除 其 中 的 A4(G) 一 1 条 边 仍 连通 但 有 一 条 
桥 uv. 对 于 删除 的 4(G) 一 1 的 每 一 条 边 都 选取 一 个 不 同 于 x 和 w 的 端点 , 当 把 这 些 端 点 都 
去 掉 时 至 少 删 除了 4A(G) 一 1 条 边 . 铬 这 样 得 到 的 图 不 连通 , 则 k(G) 三 4(G) 一 1 二 A4(G). 奉 这 
样 得 到 的 图 连通 , 则 由 于 uv 是 桥 ,此 时 再 删除 ww 和 w 中 的 一 个 端点 ,所 得 到 的 图 必 不 连通 或 
是 1 阶 图 ,此 时 «x(G) 三 4(G). 所 以 ,有 xk(G) 三 4(G) 成 立 . 


6.5.3 有 回 图 的 连通 性 


无 问 图 只 有 连通 与 不 连通 两 种 情况 ,而 有 回 图 存在 多 种 连通 特性 .有 回 图 的 连通 性 分 下 
述 3 种 情形 分 别 讨论 . 

1. 强 连通 图 

【定义 6-23】 设 G=(V,E) 是 有 问 图 ,对 于 任意 u,v€EV,u 和 w 相互 可 达 , 则 称 G 为 强 
连通 图 (strongly connected digraph). 

由 定义 易 知 ,如 图 6-28(a) 所 示 是 一 个 强 连通 图 . 特别 地 ,1 阶 图 是 强 连通 图 . 


1 


(a) 强 连 通 图 (b) 单 回 连 通 图 (c) 弱 连 通 图 
图 6-28 


四 0 FEF) 是 nn 阶 (n 宇 2) 有 问 图 , 则 G 强 连通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 


证 pie G 的 节点 为 如 yw，…,w，_1v,. 由 于 G 是 强 连通 图 ,G 中 任意 两 个 节点 相互 可 
达 , 于 是 到 vw ,vs 到 vs,… ,v1 到 vw ,vw 到 w 存在 路 ,因此 存在 一 条 回路 通过 所 有 节点 . 

(二) 显然 . 

【定义 6-24】 设 G==(V,E) 是 有 问 图 ,G 的 极 大 的 强 连 通 子 图 称 为 G 的 强 连 通 分 支 
(strongly connected component). 4 ， 

由 定义 知 ,如 图 6-29 所 示 有 4 个 强 连 通 分 支 ,分 别 
是 GL1,2,3],G[4],GL5] 和 G[6]. [AU 

i J 四 2 3 5 


【定理 6-8】〗】 设 G==(V,E) 是 有 向 图 , 则 G 的 任意 


节点 vEV 都 位 于 且 仅 位 于 G 的 一 个 强 连 通 分 支 中 . 图 6-29 
证 ”对 于 任意 vEV, 邻 W 是 G 的 所 有 与 v 相互 都 
存在 路 的 节点 组 成 的 集合 , 则 GLWj 是 G 的 一 个 强 连通 分 支 且 wv 位 于 GLW jj 中. 


各 节点 二 位 于 两 个 不 同 的 强 连通 分 支 C: 和 C。 中 , 则 任意 的 C1 和 C。 中 的 节点 都 相互 
有 路 ,于 是 得 到 一 个 更 大 的 强 连 通 子 图 ,让 盾 . 
2. 单 问 连通 图 
【定义 6-25】〗 设 G==(V,E) 是 有 问 图 ,对 于 任意 u,v€EV, 从 可 达 v 或 者 从 v 可 达 u 
则 称 G 为 单 向 连通 图 (unilateral connected digraph). 
由 定义 易 知 ,如 图 6-28(b) 所 示 是 一 个 单 向 连通 图 . 
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与 定理 6-7 一 样 , 下 述 定理 对 确定 有 问 图 的 单 癌 连通 分 文 是 非常 有 用 的 . 

【定理 6-9】 设 G 二 (V,E) 是 有 同 图 , 则 G 单 品 连 通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 路 , 它 通过 
所 有 而 点 . 

证 (过 ) 奉 能 证 明 命 题 “ 对 于 任意 W SV 均 存 在 一 个 W 中 节点 在 G 中 到 W 中 其 余 节 
点 都 有 路 ”, 则 定理 结论 成 立 . 因为 先 取 WW=V, 存 在 v, EW 到 其 余 V 中 节点 有 路 . 再 取 
W==V 一 {v1) ,存在 v EW 到 其 余 V 一 {vi) 节 点 有 路 .这样 一 直下 去 ,就 可 以 得 到 一 条 从 
vi 到 v2 ,vs 到 vs ,1 到 vo, 的 一 条 路 ,其 中 | 一 2( 但 这 条 路 不 一 定 是 轨迹 ). 

假定 上 述 命 题 不 成 立 . 令 WW 三 {ww ,WU-1 U4} 是 使 其 不 成 立 的 元 素 个 数 最 少 的 ,这 
时 三 3. 根据 假设 W 一 {wu} 使 命题 成 立 , 于 是 必 存 在 W 一 (ux}) 中 一 个 市 点 ,不 妨 设 为 ul 到 
其 余 节 点 us，… ,wu-1 有 路 ,而 假设 ui 到 羽 是 没有 路 的 ,否则 与 W 的 假设 了 矛盾. 男 一 方面 ， 
由 于 wi 到 其 余 节 点 ws,… ,ww-1 有 路 , 所 以 wu 到 wi 没有 路 ,否则 到 ,ws，… ,ur-1 都 有 
路 .由 于 wi 到 ww 没有 路 ,而 到 wi 也 没有 路 ,与 已 知 G 是 单 品 连通 图 矛盾 . 

(二 ) 显 然 . 

【定义 6-26】 设 G==(V,E) 是 有 问 图 ,G 的 极 大 的 单 问 连通 子 图 称 为 C 的 单 向 连通 分 
支 (unilateral connected component). 

由 定义 知 , 如 图 6-29 所 示 有 两 个 单 回 连通 分 文 ,分 别 是 GL1,2,3,4,5],CL5,6]. 

注意 ”有 向 图 G 的 节点 vEV 可 以 位 于 G 的 不 同 的 单 向 连通 分 支 中 . 

3. 弱 连 通 图 

【定义 6-27】 设 G= 二 (V,E) 是 有 问 图 , 若 G 不 考虑 边 的 方向 是 一 个 无 向 连通 图 , 则 称 有 
问 图 G 为 弱 连 通 图 (weakly connected digraph) ,简称 有 问 图 G 连通 . 

由 定义 易 知 ,如 图 6-28(c) 所 示 是 一 个 弱 连 通 图 . 

显然 , 强 连 通 图 是 单 品 连通 图 有 晶 单 品 连 通 图 是 弱 连 通 图 ,但 反 过 来 部 不 成 立 ( 参 见 如 
图 6-28 所 示 ). 

最 后 给 出 下 面 的 定义 . 

【定义 6-28】〗 设 G 二 (V,E) 是 有 问 图 ,G 的 极 大 的 弱 连 通 子 图 称 为 C 的 弱 连 通 分 支 


(weakly connected component). 


站 题 6.5 


1. 设 G= 二 (VV,E) 是 连通 无 向 图 , 则 

(1) 去 掉 G 中 任意 简单 回路 C 上 的 一 条 边 e 得 到 的 图 G 一 e 连通 . 

(2) 去 挥 度数 为 1 的 节点 地 得 到 的 图 G 一 "连通 . 

2. 设 G 是 n(n 三 2) 阶 简单 无 回 图 , 硅 6(G) 宇 n/2, 则 G 是 连通 图 . 

3. 设 G 是 (n,m) 人 简单 图 且 ?>3, 右 7 二 Ci , 则 G 是 连通 图 . 

4. 对 于 简单 连通 无 向 图 G= 二 (V,E), 若 G 不 是 完全 图 , 则 存在 3 个 节点 u,v,wEV 使 
得 {u,v}EE 有 是 {fv,w} EE 但 {u,vw} EE. 

5. 设 G 二 (V,E) 是 简单 连通 无 癌 图 ,6(G) 二 =k 二 1， 

(1) 在 G 中 最 长 的 路 径 的 长 度 为 !, 则 1 三. 

(2) 对 于 任意 的 G 中 最 长 的 路 径 为 womwm…uwyG 一 (zu ，,… ,vi-1) 是 连通 图 . 
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(3) 举例 说 明 , 对 于 G 中 最 长 的 轨迹 ,(2) 中 结论 不 成 立 . 

6. 证 明 : 无 向 图 G 中 节点 之 间 的 可 达 关 系 PP 是 一 个 等 价 关 系 , 并 说 明 其 等 价 类 是 
什么 ? 

7. 分 别 求 出 阶 完全 无 向 图 K，, 的 点 连通 度 和 边 连 通 度 . 

8. 设 G 是 ” 阶 简单 连通 无 向 图 , 若 28(G) , 则 G 存在 一 条 长 至 少 为 26(G) 的 路 径 . 

9. 设 G 是 n(n 之 2) 阶 无 问 图 , 硅 6(G) 宇 (n 十 k 一 1)/2(1 志 3 
&R 和 7 一 1), 则 <(CG) 之 R. 

10. 设 G 是 (n,m) 伽 单 连通 无 回 图 , 则 A(G) 三 2m/n. 

11. 求 出 图 6-30 所 示 的 有 问 图 G 的 所 有 强 连 通 分 文 . 单 ， 
问 连 通 分 支 和 弱 连通 分 支 . 

12. 设 G= 二 (V,E) 是 非 平 几 有 问 图 , 阁 对 于 任意 乡 关 W CC 
V,G 中 起 点 在 W, 终 点 在 V 一 W 的 边 至 少 k 条 , 则 称 有 向 图 G 的 边 连通 度 至 少 为 k. 证明: 
非 平 几 有 向 图 G 是 强 连通 的 充 要 条 件 是 G 的 边 连 通 度 至 少 为 1. 


6.6 图 的 矩阵 表示 


将 一 个 图 画 出 来 是 最 百 观 的 表示 图 的 方式 . 为 了 便于 使 用 计算 机 存储 和 处 理 图 ,更 为 了 
价 助 于 完善 的 矩阵 理论 人 研究 图 的 有 关 性 质 , 有 必要 学 习 图 的 矩阵 表示 . 

本 节 人 简单 介绍 图 的 常见 的 3 种 矩阵 表示 及 一 些 简 单 结论 ,不 涉及 更 多 的 有 关 图 的 矩阵 
方面 的 知识 . 


6.6.1 图 的 邻接 和 矩阵 


第 一 种 图 的 矩阵 表示 一 一 邻接 矩阵 , 它 表 示 的 是 图 中 任意 两 个 节点 间 的 邻接 关系 . 
【定义 6-29】〗 设 G==(V,E) 是 图 ,节点 集合 已 编号 V 二 {vi,v，…,v,), 则 G 的 邻接 矩 

阵 (adjacency matrix)A(G) 二 (a; ),x; 中 元 素 4; 是 v; 邻接 到 vw; 的 边 数 (i,j 二 1,2,…,n). 
在 图 6-31(a) 和 图 6-31(b) 中 ,图 C 和 G; 的 邻接 矩阵 分 别 为 : 


5 


6-30 


0 2 1 0 0 2 90 
0 0 1 | 0 0 0 1 
A(Gn) = ， A(G,) = 
0 1 1 1 0 1 0 
0 1 1 0 0 0 1 0 
显然 ,无 问 图 的 邻接 和 矩阵 是 对 称 和 矩阵 上 且 一 个 图 与 其 邻接 和 矩阵 是 一 一 对 应 的 . 
UI UI 
VU; Ua UV» Ua 
(a) GO (b) G, 
图 6-31 
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从 一 个 图 的 邻接 矩阵 容易 得 出 每 个 节点 的 度数 ,以 有 回 图 G 为 例 ,A(G) 中 第 1i 行 元 素 
之 和 为 第 i 个 节点 vi 的 出 度 (i 二 1,2,…,n) ,第 j 列 元 素 之 和 为 第 j 个 节点 v; 的 人 度 (7 三 1， 
2,.… ,7). 

从 图 的 邻接 和 矩 阵 可 以 得 出 从 节点 v; 到 w; 长 度 为 1 (1 三 1) 的 路 的 数目 . 

【定理 6-10】 设 A 是 图 G 的 邻接 矩阵 , 则 44:(C 三 1) 中 心 , 力 位 置 元 素 c2 为 从 节点 ww 到 

证 设 G 是 n 阶 图 .对 7 使 用 数学 归纳 法 . 当 /二 1 时 ,结论 成 立 . 

假设 /一 1 时 成 立 ,考虑 A! 中 (i, 站 位 置 元 素 多 . 根据 矩阵 乘法 知 , 由 于 a = jak? 
agy， 所 以 a “aw 表示 从 wv; 到 wi 长度 为 1 一 1 再 从 vi 到 w; 长 度 为 1 的 路 的 数目 (&==1， 
2,…,n)，, 进而 a = > a va 是 v; 到 vw; 长度 为 1 的 路 的 数目 . 


k=1 


注意 在 离散 问题 讨论 中 ,数学 归纳 法 也 是 经 常 使 用 的 一 种 证 明 方法 。 vw 


0 
【 例 6-7】 在 如 图 6-32 所 示 的 有 向 图 G 中 ， 
(1) 求 出 从 vs 到 vs 长 度 为 1,2,3,4 的 路 各 有 多 少 条 ? 
(2) G 中 长 度 为 3 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? v v, 
(3) G 是 哪 类 连通 图 ? 图 6-32 
解 ” 先 写 出 图 G 的 邻接 矩阵 4 ,再 计算 A? ,43 ,4 
0 1 0 1 0 0 0 00 2 
0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 
A=|10 1 0 1 0|,， A*==A.A=|0 0 0 0 2|， 
0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 
] 0 1 0 0 0 2 0 2 0 
2 0 0 0 0O 4 0 4 0 
0 2 0 2 0 0O 0 0 0 4 
A:=A:.A=|2 0 20 0|, A=A:.A=|0 4 0 40 
0 2 0 2 0 WU 
0000 4 4 0 4 0 0 


(1) 从 vs 到 vs 长 度 为 1,2,3,4 的 路 分 别 有 1，0，0，4 条 . 

(2) 由 于 A 中 所 有 元 素 之 和 为 20, 所 以 G 中 长 度 为 3 的 路 共有 20 条 . 又 由 于 对 角 线 上 
元 素 之 和 为 12, 故 其 中 有 12 条 是 回路 . 

(3) 从 A,A?,A3,A* 知 , 均 有 (7 位 置 元 系 不 为 0 的 情况 ,说 明 G 中 任意 两 个 万 点 之 间 
均 相 互 存 在 路 ,所 以 G 是 强 连通 图 . 


6.6.2 图 的 可 达 和 矩阵 


第 二 种 图 的 矩阵 表示 一 一 可 达 和 矩阵 , 它 表 示 的 是 图 中 任意 两 个 节点 间 的 可 达 关 系 . 
【定义 6-30】〗】 设 G=(V,E) 是 图 ,市 点 集合 已 编写 V 王 (wi,v2,…,v,), 则 G 的 可 达 矩 
阵 (accessible matrix)P(GC) 王 (2 ),x; 中 元 床 pi; 如 下 选取 
1， wi 可 达 w; 
ee to 其 他 
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例 6-7 中 图 的 可 达 和 矩阵 为 


P(G) = 


Es 
EE 
Es 

Ei 
Es 


1 
容易 由 图 的 邻接 矩阵 A(G) 得 出 其 可 达 和 矩阵 P(G) ,一 个 非常 有 效 的 算法 是 Warshall 算 
法 "9. 根据 我 们 的 可 达 和 矩阵 的 定义 知 ,P(G) 中 所 有 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1, 这 是 由 于 任 
意 节 点 可 达 自 身 所 致 . 
更 容易 从 图 的 可 达 和 矩阵 得 出 图 的 连通 性 质 . 


6.6.3 图 的 关联 和 矩阵 


第 三 种 图 的 和 矩阵 表示 

1. 无 向 图 

【定义 6-31】 设 C 一 (V ,无 ) 是 无 问 图 , 太 点 集合 和 边 集 合 均 已 编号 V 一 (wy ,Vv,)， 
EF 二 {ei ,es,… sen) , 则 G 的 关联 矩阵 (incidence matrix)M(G) 二 (m5 )wxn 中 元 素 1m5 为 节点 
vi 与 边 e) oat 


天 联 算 阵 , 它 表 示 的 是 图 中 节点 与 边 之 间 的 关联 关系 . 


【 例 6-8】 求 出 如 图 6-33(a) 所 示 中 无 回 图 G 的 关联 矩阵 . 
2 0 0 1 0 

解 G, 的 关联 矩阵 为 MG ”0 
0 1 1 0 1 
0 0 0 1 1 


根据 图 的 关联 矩阵 可 得 到 图 的 一 些 性 质 ,如 节点 的 度数 .是 否 存 在 多 重 边 .是否 存在 扳 
立 点 等 . 
2. 有 向 图 
【定义 6-32】 设 G=(V, 已 ) 是 无 自 环 (loop) 的 有 向 图 ,节点 集合 和 边 集 合 均 已 编号 
V 王 (az 开 一 (ee con) 则 G 的 关联 和 矩阵 (incidence matrix)M(G) 一 
(ms )。xwm 中 元 素 m5 为 
] ， vi 为 e; 的 起 点 
ms 一 4 一 1， vi 为 e; 的 终点 ， 一 1,2, 731 一 1 ,2，……)77 
0， vi 与 ej 不 关联 
【 例 6-9】 求 出 如 图 6-33(b) 所 示 中 有 向 图 Gs 的 关联 矩阵 . 


U4 CE5 U3 Ua CE5 U3 
(a) Cr (b) G, 
图 6-33 
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= 0 0 ==1 0 
解 (7 的 关联 矩阵 为 M(G,) = 


0 0 0 1 1 
图 还 有 其 他 和 矩阵 表示 ,如 距离 矩阵 、. 圈 和 矩阵 以 及 割 集 矩阵 等 ,参考 有 关 文 献 [16 一 19]. 前 
面 已 经 谈 到 ,有 了 这 些 图 的 矩阵 表示 ,可 以 用 线性 代数 中 的 知识 ,特别 是 矩阵 理论 对 图 做 更 
深入 的 研究 ,由 于 篇 幅 所 限 , 本 书 不 涉及 这 些 内 容 的 进一步 讨论 ,可 参见 有 关 图 论文 献 . 


站 题 6.6 


1. 分 别 写 出 如 图 6-34(a) 和 图 6-34(b) 所 示 的 邻接 和 矩阵 和 可 达 和 矩阵 . 
2. 图 6-35 所 示 的 是 一 个 有 问 图 G 

(1) 求 出 从 v， 到 pi 4 的 路 各 有 多 少 条 ? 并 从 图 中 列举 出 来 . 
(2) G 中 长 度 为 3 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 


> < 
(a) Cr (b) C， (9 
图 6-34 图 6-35 


(3) G 是 哪 类 连通 图 ? 

3. 在 如 图 6-36 所 示 的 有 问 图 G 中 ， 

(1) 计算 图 G 的 邻接 矩阵 4. 

(2) G 中 vi 到 ww 的 长 度 为 4 的 路 有 和 多少 条 ,并 根据 图 分 别 表示 出 来 . 
(3) G 中 wi 到 wi 的 长 度 为 3 的 回路 有 多 少 条 ,并 根据 图 表示 出 来 . 


el] 


E1 
vU 
4 
CA el T) 
UI 7 UI 2 
e2 4 e4 <3| 122 本 ej| je 
E3 E6 €7 3 
Ua es v3 Ua es U3 


图 6-36 图 6-37 


(4) G 中 长 度 为 4 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(5) G 中 长 度 三 4 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(6) G 是 哪 类 连通 图 ? 

4. 求 出 图 6-37 所 示 的 无 回 图 Ci 及 有 向 图 Gs 的 关联 和 矩阵. 
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了 给 定 图 G 二 (V ,EE), 其 中 V 一 (um…u) ,定义 G 的 距离 Us 


Ua 
和 矩阵 为 DD 二 (di ),x, ,其 中 dj = 二 d (viyvj) ,i)j 二 1,2,…,n. 试 写 出 如 
图 6-38 所 示 中 图 G 的 距离 矩阵 D(G). Uie 
0 2 1 0 
0 0 10 
6. 已 知 有 加 图 G 的 邻接 矩阵 为 4 三 3 ,; 男 出 图 G 图 。6-38 
0 0 0 1 
的 图 形 . 
1 1 0 0 11 
1 1 1 0 0 0 
7. 已 知 无 向 图 G 的 关联 矩阵 为 M=|0 0 1 1 0 1|, 画 出 图 G 的 图 形 . 
0 001100 
0 0 0 0 0 0 


6.7 赋 权 图 及 最 短路 径 


6.7.1 赋 权 图 


在 图 的 实际 应 用 中 , 除 建立 图 论 模 型 外 ,有 时 还 需要 将 一 些 附 加 信息 赋予 图 的 边 或 节 
点 ,这 就 是 赋 权 图 (weighted graph). 本 节 仅 讨论 边 赋 权 图 . 

【定义 6-33】 设 G==(V,E) 是 任意 图 ,车 G 的 每 一 条 边 上 都 赋予 一 个 非 负 实数 , 则 称 
G 是 边 赋 权 图 . 

如 图 6-39 所 示 是 两 个 边 赋 权 图 . 


图 6-39 


在 边 赋 权 图 G 二 (V,E) 中 ,每 条 边 上 所 赋 的 非 猴 实数 称 为 这 条 边 上 的 权 , 它 可 以 理解 为 
该 边 上 的 流量 或 通过 该 边 的 时 间 、 费 用 ,还 可 以 理解 为 该 边 的 长 度 . 
赋 权 图 6-39 的 邻接 和 矩阵 分 别 为 
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0 2 5 .30000 
0 14 0 0 0 
0 0 2.0 0 7 0 
1 0 2 7 5 0 
0 0 0 1 3 5 0 
. 4 2.0 0 10 
A(G)=|0 0 0 0 5 0 0|，A(G,)= 
0 7 0 0 3 2 
0 0 000 17 
0 5 1 3 0 6 
0 0 0 0 0 0 5 
0 0 0 26 0 
0 0 0 0 0 0 0 


6.7.2 最 短路 径 


在 边 赋 权 图 G 二 (V,E) 中 ,从 一 个 节点 到 男 一 个 太 点 的 路 上 所 有 边 上 的 权 之 和 称 为 该 
路 的 “ 权 ”, 例 如 在 图 6-39(a) 中 路 vvsvsvevi 的 权 为 2 十 3 十 1 十 5 一 11. 

在 实际 应 用 中 ,最 短线 路 的 铺设 `. 运输 网 络 的 最 少时 间 以 及 互联 网 上 的 最 短路 由 问题 
等 ,都 需要 得 出 从 一 个 万 点 到 别 的 节点 权 最 小 的 一 条 路 , 它 必 为 路 径 , 称 为 最 短路 径 . 

荷兰 著名 计算 机 专家 E. W. Dijkstra 于 1959 年 提出 的 求 一 个 节点 到 其 他 任意 节点 的 
最 短路 径 算 法 ,是 至 今 为 止 被 大 家 公认 的 有 效 算 法 ,其 时 间 复 杂 度 为 Ol ), 其 中 双 为 图 的 
节点 个 数 ， 

设 G= 二 (V,E) 是 nn 阶 边 赋 权 图 »V = (v1, UV? ys 用 TU 表示 万 点 Ui 到 vj 的 边 上 的 权 
(i.j 三 1,2,… ,nn), 厅 vi 到 wv; 无 边 , 则 令 rw 一 十 ce. 

目标 : 求 节点 vi 到 其 他 任意 节点 的 最 短路 径 . 

Dijkstra( 迪 杰 斯 特 拉 ) 算法 将 V 划分 成 两 部 分 P 和 耳 ,P 表示 永久 性 节点 集 ,而 全 二 
V 一 已 称 为 临时 节点 集 . 对 己 的 每 节点 进行 P 标号 1(v) ,表示 节 点 wi 到 w 的 最 短路 人 径 的 
权 , 而 天 中 每 节点 的 开标 号 !L(u) 表 示 节 点 vi 到 的 一 条 路 上 的 权 . 

Dijkstra 算法 : 

(1) 令 P={w} 且 vw 进行 卫 标 号 !/(wm) 王 0, 对 下 =V 一 已 中 节点 进行 工 标 号 上 (uv ) 王 
YU 9 一 43 77。 

(2) 在 所 有 开标 号 的 节点 中 ,选取 最 小 标号 节点 也 进入 P. 

(3) 重新 按 下 列 方式 计算 具有 开标 号 的 其 他 节点 _ 的 工 标 号 : 

min{tL (5) (vi) TT ws} 

(4) 重复 上 述 (2) 和 (3) 步 又 ,直至 |P|==. 

【 例 6-10】 利用 Dijkstra 算法 求 出 图 6-39 中 从 vi 到 其 余 所 有 节点 的 最 短路 径 . 

解 ”以 表格 形式 简化 Dijkstra 算法 求解 图 6-39(a) 的 过 程 如 表 6-1 所 示 , 其 中 vs 所 在 
列 7/v 表示 vs 在 vi 到 ws 的 最 短路 径 上 ,并 且 与 vs 邻接 , 依 此 类 推 . 


表 6-1 


(oy ol HH CD [5 一 - 
一 
S 
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于 是 ,从 mm 到 其 余 各 世上 点 的 最 短路 径 如 图 6-40(a) 所 示 . 
以 表格 形式 简化 Dijkstra 算法 求解 图 6-39(b) 的 过 程 如 表 6-2 所 示 . 


表 6-2 


EE 5 


un 


UI U3 


Ua 


(a) (b) 
图 6-40 


注意 Dijkstra 算法 既 适 合 于 无 向 图 ,也 适合 于 有 向 图 . 

下 面 介 绍 的 Warshall 算法 是 由 Warshall 给 出 并 经 R. W. Floyd( 弗 洛 伊 德 ) 改 进 的 算 
法 , 它 可 求 出 任意 两 个 点 之 间 的 最 短路 径 , 也 可 参见 文献 [13]. 

Warshall 算法 : 

(1) 令 W®™Y= (vw )= (wo ). 

(2) 利用 Wow 依次 构造 Wo ,We , ,Www ,其 中 Www 一 (wp ) ,up 一 min{ wD ,zk 十 
zh 了} ,ww 是 从 己 到 中 间 节点 仅 属于 {w , 思 ,……,m } 的 最 短路 径 的 权 

最 后 得 到 的 W'” 就 是 从 v; 到 w; 的 最 短路 径 的 权 . 

与 最 短路 径 相 反 ,党 要 考虑 最 长 路 径 问 题 .在 一 个 赋 权 图 中 ,从 一 个 ( 源 ) 节 点 到 为 一 个 
( 汇 ) 节 点 间 的 最 长 路 径 称 为 关键 路 径 (Ccritical path). 


站 题 6.7 


1. 在 一 个 赋 权 图 中 ,如 何 理解 权 为 0 边 ? 对 边 上 的 权 应 怎样 理解 最 好 ? 

2. 在 图 6-39(a) 中 ,利用 Dijkstra 算法 求 出 从 v, 到 其 余 各 节点 的 最 短路 径 . 

3. 在 赋 权 图 6-41 中 ,利用 Dijkstra 算法 求 出 从 到 w 的 所 有 最 短路 径 及 其 权 . 
。 1]88 。 


1. 图 的 基本 概念 

图 G 二 (V,E) 主 要 由 两 部 分 组 成 : 节点 集合 V 和 边 集 合 E. 通常 研究 有 限 的 无 癌 图 和 
有 问 图 . 

设 G 二 (V,E) 是 图 ,市 点 wu 和 w 邻接 是 指 从 市 点 u 到 v 有 边 . 在 无 器 图 G 二 (V,E) 中 ,两 条 
边 ee 和 es 邻接 是 指 这 两 条 边 有 公共 端点 . 设 G= 二 (V,E) 是 图 , 边 e 与 其 两 个 端点 是 关联 的 . 

无 自 环 且 无 平行 边 的 图 是 简单 图 , 例如 K,. 设 G 二 =(V,E) 是 nn 阶 简单 无 问 图 ,由 CG 的 
所 有 节点 以 及 由 能 使 G 成 为 K, 需要 添加 的 边 构 成 的 图 为 G 的 补 图 G. 

深入 理解 图 的 定义 , 能 对 较 人 简单 的 实际 问题 建立 图 模型 . 

2. 节点 的 度数 

设 C 一 (V ,已 ) 是 无 问 图 ,与 布 点 忆 关 联 的 所 有 边 数 为 节点 的 度数 deg(v) ,市 点 处 的 一 
个 目 环 算 2 度 . 

设 G= 二 (V,E) 是 有 问 图 ,以 wv 为 起 点 的 边 的 数目 为 节点 vv 的 出 度 od(v) ,以 为 终点 的 
边 的 数目 为 节点 wv 的 和 人 度 id(v) ,od(v) 十 id(v) 是 节点 w 的 度数 deg(wv). 

握手 定理 在 任何 (n,m) 图 G==(V,E) 中 ,其 所 有 市 点 度数 之 和 答 于 边 数 mm 的 2 倍 , 即 


和 deg(v) = 2m. 


vEV 


掌握 节点 (出 、 和 人 ) 度 的 定义 , 能 熟练 运用 握手 定理 ， 了 解 扳 立 点 、&- 正 则 图 、 最 大 度 
A(G) .最 小 度 6(G) 和 度数 序列 等 概念 . 

3. 子 图 .图 的 运算 和 图 同 构 

图 G 二 (V,E) 的 任意 部 分 只 要 能 构成 图 就 是 G 的 子 图 , 产生 子 图 的 常见 4 种 方式 : 
GLWjJ,G 一 W,GLFj],G 一 F. 节 点 与 G 相同 的 子 图 是 G 的 生成 子 图 . 

两 个 图 同 构 G, 空 G, 是 指 这 两 个 图 本 质 上 是 同一 个 图 . 

理解 子 图 的 定义 和 两 个 图 同 构 的 直观 含义 ,了 解 图 的 集合 运算 定义 . 

4. 路 与 回路 

在 图 C=(V, 已 ) 中 ,从 一 个 节点 出 发 , 沿 着 一 些 边 连续 移动 到 另 一 个 节点 就 是 路 工 ， 
厂 所 经 过 的 边 数 称 为 路 工 的 长 度 或 跳 数 . 节点 不 重复 的 路 称 为 路 径 ; 边 不 重复 的 路 称 为 
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在 图 G=(V, 忆 ) 中 , 称 节 点 2 到 节点 的 边 数 最 少 的 路 径 的 长 度 为 到 ww 的 距离 d (wu， 
v). 图 G 的 直径 diam(G)=maxd (u,v). 

起 点 与 终点 相同 的 路 称 为 回路 . 边 不 重复 的 回路 称 为 简单 回路 或 闭 迹 . 除 起 点 重复 一 
次 外 , 别 的 节点 均 不 重复 的 简单 回路 称 为 圈 或 环 . 

掌握 路 .路 的 长 度 路径. 轨迹、 距离 直径 、 回 路、 闭 迹 和 圈 的 概念 . 

5. 图 的 连通 性 

(1) 无 向 图 G 二 (V,E) 是 连通 图 是 指 任意 u,vEV 均 可 达 . 无 向 图 G 的 连通 分 支 是 
G 的 极 大 的 连通 子 图 . 能 根据 已 知 条 件 判 断 或 证 明 图 的 连通 性 . 

(2) 连通 无 向 图 G 的 点 连通 度 x(G) 是 使 得 G 不 连通 或 为 1 阶 图 所 要 删 去 的 最 少 的 节 
点 个 数 . 连通 无 回 图 G 的 边 连通 度 A4(G) 是 使 得 G 不 连通 或 为 平凡 图 所 要 删 去 的 最 少 的 边 
的 数目 ， 了解 点 连通 度 x(G) 和 边 连通 度 A(G). 

(3) 有 回 图 G= 二 (V,E) 强 连通 图 是 指 任意 u,vEV,u 和 w 相互 可 达 . 设 G 是 n (n 三 2) 
阶 有 回 图 , 则 G 强 连 通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 回路 , 它 通过 所 有 市 点 .有 问 图 G 的 极 大 的 强 
连通 子 图 称 为 G 的 强 连 通 分 文 . 有 问 图 G 的 任意 节点 wwEV 都 位 于 且 仅 位 于 G 的 一 个 强 连 
通 分 文中 . 

有 问 图 G= 二 (V,E) 单 品 连 通 图 ,是 指 对 于 任意 u,vEV ,从 可 达 wv 或 者 从 v 可 达 x. 有 
回 图 G 单 回 连通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 路 , 它 通 过 所 有 节点 . 有 问 图 G 的 极 大 的 单 呵 连通 
子 图 是 G 的 单 向 连通 分 文 . 

有 问 图 G 弱 连 通 图 是 指 不 考虑 边 的 方 问 是 无 癌 连 通 图 . 有 问 图 G 的 极 大 的 弱 连 通 子 
图 称 为 G 的 弱 连 通 分 支 . 

要 求 能 判断 有 癌 图 的 连通 性 , 求 出 有 加 图 的 强 ( 单 向、 弱 ) 连 通 分 文 . 

6. 图 的 矩阵 表示 

设 G= 二 (V,E) 是 图 ,节点 集合 编号 V== {v1 ;vio,…,v,), 则 G 的 邻接 矩阵 4(G) 一 (ay )x， 
中 元 素 a; 是 v; 邻接 到 w; 的 边 数 (i,] 二 1,2,…,n). 

定理 设 A 是 图 G 的 邻接 矩阵 , 则 A'(1 三 1) 中 (Gi, 站 位 置 元 素 a 为 从 节点 wv; 到 vw; 长 
度 为 /的 路 的 数目 . 

掌握 图 邻接 和 矩阵 及 上 述 结论 ,了 解 可 达 德 阵 和 关联 和 矩阵. 

7. 赋 权 图 及 最 短路 径 

设 G= 二 (V,E) 是 任意 图 , 若 G 的 每 一 条 边 上 都 赋予 一 个 非 负 实 数 , 则 G 是 边 赋 权 图 . 

两 节点 间 权 最 小 的 一 条 路 就 是 最 短路 径 . 

深入 理解 边 赋 权 图 ,了解 最 短路 径 和 求 最 短路 径 的 Dijkstra 算法 . 
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第 7 章 几 类 特殊 的 图 


图 论 是 处 理 离散 对 象 的 一 种 重要 的 数学 工具 .本草 讨论 几 类 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 
部 有 奢 重 要 意义 的 特殊 图 . 


7.1 欧 拉 


7.1.1 欧 拉 图 的 有 关 概 念 


欧 拉 图 是 1736 年 由 年 仅 29 岁 的 欧 拉 人 (Euler) 研 究 “ 七 桥 问 题 ? 时 考虑 的 一 种 图 ,由 此 得 
出 3 个 概念 . 

【定义 7-1】 设 G==(V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 路 称 为 欧 拉 轨 迹 
(Eulerian trail) 或 欧 拉 路 ,G 中 经 过 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 为 欧 拉 回路 (Eulerian 
circuit) ,存在 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 (Eulerian graph) 或 简称 为 匡 图 . 


显然 , 欧 拉 回 路 是 欧 拉 轨迹 ,但 反 过 来 一 般 不 成 立 . 如 图 7-1(a) 所 示 中 的 图 存在 欧 拉 轨 
迹 , 但 不 存在 欧 拉 回 路 . 
如 图 7-1(b) 所 示 中 的 图 存在 欧 拉 回路 U1 U2 U4 U1 U3 U2 Us U3 U4 Us U1 , 它 是 欧 拉 图 . 
UI] 
(a) (b) 


7.1.2 ” 欧 拉 定理 


【定理 7-1】 ( 欧 拉 定 理 ) 设 G 是 非 平凡 连通 无 癌 图 , 则 G 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 的 
每 节点 度数 为 偶数 . 

证 (之 ) 显 然 . 

( 夺 ) 设 G 是 (4,m) 图 . 硅 m 二 1, 则 G 是 (1,1) 图 ,结论 成 立 .假设 对 边 数 小 于 m 的 连通 
图 结论 成 立 , 当 边 数 为 m 时 ,由 于 G 是 非 平 凡 连 通 图 有 量 每 个 方 点 度数 为 偶数 ,G 中 每 节点 度 
数 均 二 2, 由 定理 6-3 知 G 中 存在 一 个 圈 C. 先 从 G 中 去 掉 C 中 的 所 有 边 得 到 一 个 图 ,其 每 
一 个 连通 分 文 的 每 节点 度数 为 偶数 ,由 归纳 假设 知 ,每 一 个 连通 分 文 是 欧 拉 图 ,进而 


es 19] 。 


存在 欧 拉 回路 ,于 是 图 G 中 通过 回路 C 存在 欧 拉 回路 (如 图 7-2 所 示 ), 故 G 是 欧 拉 图 . 
欧 拉 定理 给 出 了 一 个 连通 图 存在 欧 拉 回 路 的 
充 要 条 件 , 但 要 具体 找 出 一 条 这 样 的 回路 也 是 要 


太 
有 章 可 循 的 ,随意 行走 是 不 行 的 ,可 参见 图 7-2. / 
1921 年 Fleury 给 出 了 一 个 求 欧 拉 回路 的 算法 97]. CAN 


类 似 于 欧 拉 定理 有 以 下 几 个 定理 和 人 人 

【定理 7-2】 设 G 是 弱 连 通 图 , 则 G 是 欧 拉 图 
的 充 要 条 件 是 G 的 每 节点 的 人 度 等 于 其 出 度 . 

【 例 7-1】 设 G 和 G 是 阶 完全 图 K,(n 宇 4) 
的 两 个 不 同 的 子 图 , 若 它们 都 是 欧 拉 图 , 则 G, 和 Gs 的 环 和 G1 外 Gs 的 每 个 连通 分 支 是 欧 
拉 图 . 

证 设 v 是 G1 昌 G, 中 任意 节点 ,根据 已 知 条 件 及 欧 拉 定理 知 ,v 在 G， 和 G, 的 度数 
d 和 ds 均 为 偶数 . 若 vv 在 Gi 门 Gs 的 度数 为 4, 则 wv 在 G1 外 Gs 中 的 度数 为 di 十 ds 一 24 仍 为 
偶数 ,所 以 G; 申 G， 的 每 个 连通 分 支 是 欧 拉 图 . 

根据 定理 7-1 容易 得 出 以 下 和 定理. 

【定理 7-3】 设 G 是 连通 无 向 图 , 则 G 中 存在 欧 拉 轨 迹 的 充 要 条 件 是 G 的 度数 为 奇数 


的 市 点 个 数 为 0 或 为 2. 
证 ” 右 欧 拉 轨 迹 不 是 欧 拉 回路 ,只 需 在 轨迹 的 起 点 和 终点 之 间 增 加 一 条 "新 ” 边 ,问题 转 
化 为 欧 拉 回 路 . 


根据 定理 7-3 知 ,“ 七 桥 问 题 " 无 解 : 不 存在 欧 拉 轨 迹 . 

有 趣 的 中 国 古 老 数学 游戏 “一 笔画 问题 "与 定理 7-3 密切 相关 . 所 谓 一 个 图 能 一 笔画 出 
是 指 从 图 的 某 节点 出 发 , 线 可 以 相交 但 不 能 重合 ,不 起 笔 就 可 以 将 图 画 完 . 

同样 ,对 于 有 向 图 有 以 下 定理 . 

【定理 7-4】 设 G 是 弱 连 通 图 , 则 G 中 存在 欧 拉 轨 迹 的 充 要 条 件 是 满足 下 列 条 件 之 一 . 

(1) G 的 每 节点 的 入 度 等 于 其 出 度 . 

(2) G 中 存在 一 个 节点 出 度 比 入 度 多 1 ,存在 一 个 节点 人 度 比 出 度 多 1 ,而 其 余 所 有 贡 
点 的 入 度 等 于 其 出 度 


7.1.3 ”中国 邮 弟 员 问题 


一 位 邮递 员 从 邮局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 返回 邮局 ,要 求 邮 递 员 必 须 经 过 其 负责 的 每 一 
条 街 至 少 一 次 ,为 这 位 邮递 员 设计 一 条 投递 线路 ,使 总 路 程 最 短 . 

显然 , 右 连 通 无 回 图 有 度数 为 奇数 的 节点 ,由 于 必须 返回 邮局 ,邮递 员 必 须 重 复 走 一 些 
街道 ,问题 是 怎样 才能 使 得 完成 投递 任务 所 走 的 路 最 短 . 这 是 一 个 在 边 赋 权 的 图 中 允许 添加 
多 重 边 后 求 最 短 欧 拉 回 路 的 问题 . 

中 国 邮 有 递 员 问题 CChinese postman problem) 首 次 由 中 国 图 论 专家 管 梅 谷 于 1962 年 提 
出 并 人 研究 ,提出 了 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”, 引 起 世界 上 不 少数 学 家 的 关注 . 在 1973 年 匈牙利 数 
学 家 Edmonds 和 Johnson 对 中 国 邮 北 员 问题 给 出 了 一 种 有 效 算 法 ; 男 外 ,在 1995 年 王 树 禾 
人 研究 了 多 邮递 员 中 国 邮 路 问题 (k&k-Postman Chinese Postman Problem,&-PCPP) ,参见 文 
献 [17 |]. 
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站 题 7.1 
1. 男 出 分 别 满 足以 下 条 件 的 欧 拉 图 (n,m). 
(1) n 和 wm 的 奇偶 性 相同 . 
(2) n 和 wm 的 奇偶 性 相反 . 


2. 证 明 : 2” 阶 完 全 无 向 图 天 , 是 欧 拉 图 当 有 上 且 仅 当 ?为 奇数 . 
3. 判断 如 图 7-3 所 示 的 图 形 能 否 一 笔画 . 


(a) (b) 


图 7-3 


4. 如 图 7-4 所 示 的 两 个 图 各 需要 多 少 笔 才 能 夯 出 ? 


SS 


图 7-4 


5. 如 图 7-5 所 示 的 彼得 森 (Petersen) 图 至 少 要 加 多 少 条 边 才 能 成 为 欧 拉 图 ? 试 画 出 添 


加 后 的 图 的 图 形 . 若 只 能 添加 原 图 的 一 些 边 的 多 重 边 ,能 使 得 其 成 4 
为 欧 拉 图 ? ， 
6. 在 图 7-3(b) 中 ,给 出 一 种 添加 多 重 边 的 方法 ,使 其 成 为 欧 八 
A 
拉 图 . [><\ 
7. 在 图 7-6 的 赋 权 图 中 ,如 何 添加 多 重 边 才能 使 其 得 到 的 欧 /从 
拉 回 路 最 短 ? d 
8. 计算 如 图 7-7 所 示 赋 权 图 中 的 最 优 投递 路 线 ,假定 邮局 在 C 点 . 图 7-5 


9. 证 明 : 硅 无 癌 图 G 恰 有 两 个 节点 & 和 w 度数 为 奇数 , 则 在 
G 中 可 达 w. 如 果 G 是 有 问 图 ,上 述 结 论 是 否 成 立 ? 
10. 设 G=(V, 下 ) 是 连通 无 向 图 , 且 有 2k(k 宇 1) 个 度数 为 奇数 的 节点 ,证 明 : 在 G 中 存 
在 & 条 轨迹 ,它们 包含 了 G 中 的 所 有 边 . 
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图 7-7 


1859 年 爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 (William Rowan Hamilton,1805 一 1865) 发 明了 一 个 周 
游 世 界 游戏 1. 在 一 个 木 制 的 正 12 面体 的 20 个 顶点 上 标示 世界 上 的 20 个 大 城市 ,它们 分 
别 是 北京 .莫斯科 、 东 京 .柏林 、 巴 黎 、 纽 约 、 旧 人 金山、 伦敦、 罗马、 里 约 热 内 卢布 拉 格 、 新 西伯 
利 亚 、 黑 尔 本 、 耶 路 撒 冷 .巴格达 、 上 海 布达佩斯 开罗、 阿姆斯特丹 和 华沙 . 奉 从 一 个 城市 出 
发 , 沿 正 12 面体 的 校 旅行 ,每 个 城市 仅 经 过 一 次 ,最 后 回 到 原 出 发 点 ,就算 旅行 成 功 . 

这 个 游戏 的 发 明 专 利 以 25 个 金币 的 高 价 转 让 给 一 个 玩具 商 , 据 说 这 个 玩具 商 在 几 个 月 
内 的 时 间 就 成 了 一 位 腰 缠 万 贯 的 富 肾 . 

从 这 个 游戏 抽象 出 图 论 中 一 种 非常 重要 的 哈密 尔 顿 图 , 且 派 生出 至 今 为 止 颇 具 人 研究 价 
值 的 TSPCTraveling Salesman Problem). 

先 介绍 与 哈密 尔 顿 图 有 关 的 3 个 概念 . 


7.2.1 哈密 尔 顿 图 的 有 关 概 念 


【定义 7-2】 设 G==(V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 市 点 一 次 且 仅 一 次 的 路 径 称 为 哈密 
尔 顿 路 径 (Hamiltonian path),G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仅 一 次 ( 除 起 点 重复 一 次 外 ) 的 圈 称 
为 哈密 尔 顿 回路 (Hamiltonian cycle)( 蛤 密 尔 顿 环 或 哈密 尔 顿 圈 ) ,存在 哈密 尔 顿 回路 的 图 
称 为 哈密 尔 顿 图 (Hamiltonian graph) 或 简称 为 H 图 . 

显然 ,由 哈密 尔 顿 回 路 可 得 到 哈密 尔 顿 路 径 ,不 返回 出 发 点 即 可 ,但 反 过 来 一 般 不 成 立 . 
在 图 7-8(a) 中 的 图 中 存在 哈密 尔 顿 路 径 bcaed ,但 不 存在 哈密 尔 顿 回路 . 

图 7-8(b) 中 的 图 存在 哈密 尔 顿 回路 mwswvsvvw 它 是 哈密 尔 顿 图 . 

注意 ” 欧 拉 图 行 遍 所 有 边 , 而 哈密 尔 顿 图 行 遍 所 有 节点 ,一 般 来 说 有 些 边 不 能 走 到 ,两 
者 之 间 没 有 必然 联系 . 

显然 ,一 个 无 回 喻 密 尔 顿 图 是 连通 图 ,一 个 有 问 喻 密 尔 顿 图 是 强 连通 图 . 先 回 到 开始 时 
提 到 的 周游 世界 游戏 问题 . 

【 例 7-2】 前 面 提 到 的 周游 世界 游戏 有 人 解 , 试 加 以 说 明 . 

解 ”将 正 12 面体 投影 在 平面 上 得 到 一 个 无 器 图 G, 该 图 存在 一 条 哈密 尔 顿 回路 ,如 
图 7-9 所 示 按 顺序 从 1 到 2…… 一 直到 20, 最 后 回 到 1, 所 以 G 是 哈密 尔 顿 图 , 故 周 游 世 界 
游戏 有 人 解 . 

判断 一 个 图 是 否 是 哈密 尔 顿 图 是 非常 困难 的 ,虽然 已 经 有 一 些 用 于 判断 图 是 哈密 和 尔 顿 
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图 的 充 要 条 件 , 但 到 目前 为 止 还 没有 一 种 方法 可 以 有 效 地 解决 哈密 尔 顿 图 的 判断 问题 ,这 是 
一 个 计算 机 科学 中 的 一 个 NP 难 问 题 . 


(A 
区 


(a) (b) 8 7 
图 7-8 图 7-9 


下 面 分 别 介 绍 哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 和 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 . 
7.2.2 哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 


【定理 7-5】〗 设 G==(V,E) 是 哈密 尔 顿 无 癌 图 , 则 对 于 任意 多 关 WCYV 均 有 ww(G 一 
W) 三 |W|. 

证 根据 已 知 条 件 ,G 中 存在 哈密 尔 顿 回路 C. 显然 ,w(G 一 W) 三 w(C 一 W) 三 |Wl. 

【 例 7-3】 举例 说 明 ,定理 7-5 的 结论 作为 条 件 不 是 充分 的 . 

解 ” 对 于 彼得 条 (Petersen) 图 ,可 以 验证 它 不 是 哈密 尔 顿 图 . 如 图 7-10 所 示 说 明 彼 得 
森 图 满足 定理 7-5 的 结论 . 


在 彼得 森 图 中 ,删除 1 个 或 2 个 节点 都 连 四 
通 ; 若 删除 3 个 节点 ,最 多 只 能 得 到 2 个 连通 分 , — 
文 ( 如 图 7-10(a) 所 示 ); 右 删除 4 个 节点 ,最 多 。 6 
只 能 得 到 3 个 连通 分 支 ( 如 图 7-10(b) 所 示 ); 若 o 。 
删除 5 个 节点 , 剩 下 的 节点 数 过 5, 当然 最 多 只 加 
能 得 到 5 个 连通 分 支 . ew 

所 以 ,彼得 森 图 满足 定理 7-5 的 结论 ,但 它 
不 是 哈密 尔 顿 图 . 


7.2.3 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 


1960 年 Ore 得 到 一 个 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 . 

【定理 7-6】 (Ore, 1960) 设 G 二 (VV,E) 是 n(n 三 3) 阶 向 单 无 器 图 ,大 对 于 任意 的 不 相 
邻 节 点 u,v 有 

deg(u) 二 deg(v) 宇 nn 

则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 

证 (1) G 是 连通 图 (参见 6.5 节 的 例 6-6). 

(2) 在 G 中 选取 一 条 最 长 路 径 和 :wuv…u iu ,显然 p 三 n 且 由 于 L 最 长 ,分 别 与 ww 和 
vp 邻接 的 节点 均 在 工 上 . 
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Q@ 如 图 7-11 所 示 , 徊 和 wv 邻接, 则 由 于 工 最 长 及 G 的 连通 性 知 ,G 中 所 有 节点 都 
在 L 上 ,否则 会 得 出 一 条 比 工 长 1 的 路 径 .这 时 结论 成 立 . 


图 7-11 


迟 大 vw 和 wv 不 邻接 , 设 与 v 邻接 的 节点 分 别 为 下， 加， 行 节 点 vi -1， 
Ui,—1 ，… ,Ui -1 几 不 己 Up 邻接 ,由 于 wv 和 Up 不 邻接 ,于 是 与 Up 邻接 的 节点 最 多 有 (n 一 k&) 一 1 
个 ,因此 deg(wi) 十 deg(v,) 三 k 十 (n 一 &) 一 1 二 n 一 1, 与 已 知 条 件 了 矛盾 . 如 图 7-12 所 示 , 设 
vi -1(1 和 Ms 福 4) 与 邻接 ,因为 与 wo 邻接 ,所 以 路 径 I Vi V1 1Vp "Vi 1 L 等 
长 ,这 时 工 的 起 点 与 终点 邻接 ,归结 到 情形 (a). 


图 7-12 


【 例 7-4】 举例 说 明 , 定 理 7-6 的 条 件 不 是 必要 的 . 

解 ” 对 于 如 图 7-13 所 示 的 图 ,显然 是 哈密 尔 顿 图 ,但 任意 两 个 不 相 邻 节点 度数 之 和 为 
4, 而 图 的 阶 数 为 6. 

Ore 的 上 述 结果 推广 了 1952 年 Dirac 的 结果 . 

推论 (Dirac, 1952) 设 G=(V,E) 是 n(n 三 3) 阶 简单 无 向 图 ,车 
对 于 任意 节点 v 有 deg(v) 宇 n/2, 则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 

类 似 于 定理 7-6 有 以 下 定理 . 

【定理 7-7】 设 G==(V,E) 是 n(n 宇 3) 阶 无 向 图 ,车 对 于 任意 的 
不 相 邻 节点 u,v 有 图 7-13 

deg(u) 十 deg(v) 宇 n 一 1 

则 G 中 存在 哈密 尔 顿 路 径 . 

证 ( 留 作 练习 ). 

在 定理 7-6 的 证 明 过 程 中 ,使 用 了 “最 长 路 径 法 ”技巧 . 下面 再 举 一 个 例子 说 明 该 方法 的 
使 用 . 

【 例 7-5】 设 G==(V,E) 是 n(n 三 3) 阶 连通 无 器 图 ,证 明 ; G 中 存在 两 个 节点 ,将 它们 删 
除 后 得 到 的 图 仍 是 连通 的 . 

证 在 Cr 中 选取 一 条 最 长 路 径 1 : viv2"… vp-1vp， 由 于 EL 最 长 ,分 别 与 Ul 和 Up 邻接 的 
方 点 均 在 L 上 .考虑 G 一 {vi ,v,}. 

假定 G 一 {vi ,vy}) 不 连通 , 则 存在 G 一 {vi ,vs}) 中 两 个 节点 wi 和 wz, 它们 在 G 一 {vi ,vb) 
中 不 可 达 . 由 于 G 是 连通 的 ,在 G 中 存在 一 条 从 ui 可 达 ws 的 路 L .这 时 工 必 包含 w 或 ww 
而 分 别 与 Ul 和 Up 邻接 的 节点 均 在 L 上 ,于 是 在 G— {vi ,vs ) 中 必 存 在 Ul 可 达 U2 的 路 ,这 是 
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一 个 矛盾 . 所 以 GO— \vi ,vp ) 连通 . 
7.2.4 ”旅行 商 问 题 


有 ?7 个 城镇 ,其 中 任意 两 个 城镇 间 都 有 道路 ( 若 没有 则 规定 该 边 上 的 权 为 十 ce) ,一 个 售 
任 员 要 去 这 ?7 个 城镇 售 货 ,从 某 城 镇 出 发 ,依次 访问 其 余 2 一 1 个 城镇 上 且 每 个 城镇 只 能 访问 
一 次 ,最 后 又 回 到 原 出 发 地 . 问 售 代 员 要 如 何 安 排 经 过 个 城镇 的 行走 路 线 才 能 使 他 所 走 的 
路 程 最 短 . 这 就 是 货 郎 担 问题 或 旅行 商 问 题 (Traveling Salesman Problem,TSP). 

求解 TSP 就 是 要 在 一 个 赋 权 图 中 , 找 出 一 条 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 . 这 是 一 个 比 判 断 
一 个 图 是 否 是 哈密 尔 顿 图 更 困难 的 问题 . 当然 , 奢 赋 权 图 是 一 个 三 阶 及 以 上 的 完全 无 癌 图 ， 
存在 哈密 尔 顿 回路 是 显然 的 . 

求解 TSP, 可 以 先 将 所 有 的 哈密 尔 顿 回路 找 出 来 ,再 比较 其 权 的 大 小 , 求 出 权 最 小 的 哈 
密 尔 顿 回路 即 可 .但 对 于 阶 数 较 大 的 赋 权 图 这 样 计算 的 工作 量 太 大 . 求 货 即 担 问题 的 近似 解 
有 “近邻 法 ”和 “交换 法 ”. 目前 人 们 还 在 研究 利用 遗传 算法 .模拟 退火 算法 .神经 网 络 、 蚁 群 算 
法 及 粒子 群 算 法 等 求 货 即 担 问题 的 近似 解 的 一 些 智 能 算法 ,参见 文献 [20. 


站 题 7.2 


1. 如 图 7-14 所 示 ,两 个 图 是 否 为 哈密 尔 顿 图 ? 


(a) (b) 


图 7-14 


2. 证 明 : 在 一 个 无 回 图 G 二 (V ,EE) 存 在 一 个 节点 v€EV 使 得 deg(v)= 二 1, 则 G 不 是 哈密 


3. 回答 下 列 问 题 . 

(1) 彼得 条 图 不 是 哈密 尔 顿 图 吗 ? 说 明理 由 . 

(2) 可 以 通过 加 边 使 彼得 和 森 图 成 为 哈密 尔 顿 图 吗 ? 奉 可 以 , 试 画 出 添加 后 的 图 的 图 形 . 

(3) 知 只 能 添加 原 彼 得 和 森 图 的 一 些 边 的 多 重 边 ,能 使 得 其 成 为 哈密 尔 顿 图 吗 ? 

(4) 删除 彼得 森 图 的 一 个 节点 后 所 得 到 的 图 是 否 是 哈密 尔 顿 图 ? 

4. 分 别 画 出 满足 下 列 条 件 的 无 向 图 . 

(1) 既是 欧 拉 图 又 是 哈密 尔 顿 图 . 

(2) 是 欧 拉 图 ,不 是 哈密 尔 顿 图 . 

(3) 不 是 欧 拉 图 ,是 哈密 尔 顿 图 . 

(4) 既 不 是 欧 拉 图 又 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

5. 一 只 蚂蚁 可 和 否 从 立方 体 的 一 个 顶点 出 发 , 沿 着 棱 爬 行 , 它 故 过 每 一 个 顶点 一 次 且 仅 
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一 次 ,最 后 回 到 原 出 发 点 ? 试 利用 图 作 解 释 . 

6. 设 G=(V,E) 是 2 三 3) 阶 简单 无 向 图 . 

(1) 若 G 的 边 数 区 宇 C?_ 十 2, 则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 

(2) 若 G 的 边 数 m= 二 C?_i 十 1,G 是 否 一 定 是 哈密 尔 顿 图 ,说 明理 由 . 

7. 有 ?2(z 三 4) 人 ,各 任意 两 个 人 合 起 来 认识 其 余 2 一 2 个 人 , 则 他 们 可 以 站 成 一 个 圈 ,使 
得 每 个 人 的 两 劳 都 站 着 他 的 朋友 . 

8. 当 ?三 3 时 ,K, 共有 多 少 条 不 同 的 哈密 尔 顿 回路 ? 并 求 出 K ,天 ,天 中 各 有 多 少 条 
不 同 的 哈密 尔 顿 回路 . 

9. 说 明 如 图 7-15 所 示 的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

10. 证 明 如 图 7-16 所 示 的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

11. 求 出 如 图 7-17 所 示 的 赋 权 图 G 中 的 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 . 


7.3 无 回 树 


树 是 图 论 中 的 重要 内 容 之 一 , 它 是 1847 年 Kirchhoff 在 解决 电路 网 络 时 求解 联 立 方程 
组 时 提出 来 的 ,可 惜 他 的 发 现 超越 了 了 时代, 因而 长 期 没有 引起 重视 . A. Cayley 于 1857 年 利 
用 树 的 概念 成 功 研 究 了 有 机 化 学 中 的 同 分 异 构 体 ,从 而 使 无 癌 树 的 理论 获得 发 展 . 

目前 , 树 在 各 个 领域 都 有 重要 应 用 ,特别 是 在 计算 机 科学 中 . 

树 分 为 无 回 树 和 有 回 树 .本 节 仅 讨论 无 向 树 . 


7.3.1 无 向 树 的 定义 
【定义 7-3】 不 含有 圈 的 连通 无 回 图 称 为 无 向 树 


(tree). 
无 器 树 在 图 论 中 称 为 树 , 也 可 以 称 为 目 由 树 . 
含 n(n 三 DD) 个 节点 的 (无 辐 、 有 问 、 根 ) 树 称 为 n 阶 。 
(无 器、 有 问 、 根 ) 树 .不 含 任意 市 点 的 图 称 为 空 树 . 
如 图 7-18(a)、 图 7-18(b) 和 图 7-18(c) 所 示 分 
别 是 不 同 结构 的 一 阶 无 回 树 、 二 阶 无 回 树 、 三 阶 无 (a) (b) (0) 
门 钢 ， 图 7-18 
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7.3.2 无 向 树 的 性 质 


1. 无 回 树 的 基本 性 质 

性 质 1 n(n 三 1) 阶 无 癌 树 恰 有 nn 一 1 条 边 . 

证 ”对 使 用 数学 归纳 法 . 当 n==1 时 结论 显然 成 立 . 假设 nn 三 2 且 7 一 1 阶 无 回 树 恰 有 
n 一 2 条 边 . 

首先 ,对 于 ?全 2 阶 无 问 树 G, 每 个 市 点 的 度数 均 三 1. 由 于 G 中 不 含有 圈 ,由 定理 6-3 知 
必 和 存在 一 个 节点 v, 其 度数 为 1. 

考虑 G 一 {v). 由 于 G 是 不 含 圈 的 连通 图 上 且 deg(v) 二 1, 所 以 G 一 {v} 是 不 合 圈 的 连通 
图 , 即 G 一 (v} 是 nn 一 1 阶 无 问 树 , 它 恰 有 72 一 2 条 边 . 因此,G 恰 有 n 一 1 条 边 . 


【 例 7-6】 设 G 是 一 棵 无 回 树 且 有 3 个 3 度 节 点 ,1 个 2 度 节 点 ,其 余 均 为 1 度 节 点 . 
(1) 求 出 该 无 回 树 共有 多 少 个 节点 . 


(2) 画 出 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 无 回 树 . 

解 (1) 设 G 有 Zz 个 节点 度数 为 1, 则 G 的 节点 数 为 x 十 3 十 1 二 x 十 4. 由 无 回 树 的 性 质 
1 知 ,G 恰 有 工 十 3 条 边 . 

由 握手 定理 ,有 3X3 十 1X2 十 xX1==2(zx 十 3) ,于 是 x==5. 所 以 G 有 9 个 节点 . 

(2) 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 无 回 树 如 图 7-19 所 示 . 


图 7-19 
性 质 2 n(n 三 2) 阶 无 器 树 至 少 有 2 个 度 为 1 的 节点 . 
证 由 性 质 1 的 证 明 过 程 知 ,n(n 宇 2) 阶 无 回 树 G 至 少 有 1 个 度 为 1 的 节点 .假定 G 仅 
有 1 个 度 为 1 的 节点 , 则 其 余 节 点 的 度数 三 2, 这 时 》 deg(v) 三 2(n 一 1) 十 1. 而 根据 性 质 
1 和 握手 定理 知 >,， deg(z) = 2( 一 1)， 这 显然 是 一 个 矛盾 . 故 G 
至 少 有 2 个 度 为 1 的 节操 . 


【 例 7-7】 证 明 : 不 同 构 的 四 阶 无 回 树 G 仅 为 如 图 7-20 所 示 . 
证 根据 性 质 1, 四 阶 无 回 树 恰 有 3 条 边 ,由 握手 定理 知 , 其 

所 有 节点 度数 之 和 为 2X3=6. 根据 性 质 2, 四 阶 无 向 树 至 少 2 个 

度 为 1 的 市 点 . (a) (b) 
石 G 恰 有 2 个 度 为 1 的 节点 , 则 其 度数 序列 为 2,2,1,1, 此 时 为 图 7-20 

图 7-20(a) 中 的 图 . 
大 G 恰 有 3 个 度 为 1 的 节点 , 则 其 度数 序列 为 3,1,1,1, 此 时 为 图 7-20(b) 中 的 图 . 
2. 无 向 树 的 6 个 等 价 命题 
【定理 7-8】 以 下 关于 无 右 (x,m2) 图 G 的 6 个 命题 等 价 . 


(a) G 是 一 棵 无 癌 树 . 

(b) G 不 含有 圈 有 日 二 nn 一 1. 

(c) G 连通 且 区 二 nn 一 1. 

(d) G 不 含有 圈 但 增加 一 条 新 边 后 得 到 一 个 且 仅 一 

(e) G 连通 但 删除 任意 一 条 边 后 便 不 连通 . 

(f) G 的 每 一 对 节点 有 且 仅 有 一 条 路 径 . 

证 (〈a) 之 (b) 由 性 质 1 即 得 . 

(b) 之 (c) 假设 G 不 连通 , 则 G 有 RCR 二 2) 个 连通 分 支 ,它们 都 是 树 ,其 节点 数 分 别 为 
7 ,7 ,……, 7, 边 数 分 别 为 1 ,mr2;，… ,7 . 由 性 质 1 知 ,m;= 二 nn; 一 1,i1 二 1,2,…,k. 于 是 


mm 一 3 ms = 3 (n;—1) = > n;—k=n—k=n—1 

与 已 知 矛 盾 . 

(c) 字 (Cd) 先 证 明 G 不 含有 圈 , 对 7 归纳. 当 n 二 1 时 , 边 数 光 二 0, 显 然 不 含有 圈 . 假设 
n 宇 2 且 连 通 (n 一 1,n 一 2) 图 没有 圈 . 对 于 G, 由 于 mm 二 n 一 1, 由 性 质 2 的 证 明 过 程 知 ,存在 一 
个 度数 为 1 的 节点 v. 这 时 ,由 归纳 假设 知 G 一 {v} 中 没有 圈 , 进 而 G 不 含有 圈 . 

右 在 G 中 添加 一 条 边 uv, 由 于 G 是 连通 图 ,在 G 中 可 达 w. 于 是 在 G 十 uv 中 存在 圈 . 
大 G+uv 含 有 2 个 圈 , 则 G 必 含 有 圈 , 不 可 能 . 

(d) 过 (e) 硅 G 不 连通 , 则 存在 2 个 不 可 达 的 节点 w 和 w, 当 在 G 中 添加 一 条 边 uv 后 不 
会 出 现 圈 . 夺 删除 一 条 边 后 仍 连通 , 则 G 中 有 圈 . 

(e) 之 (f) 由 连通 性 知 ,G 的 每 一 对 市 点 之 间 有 一 条 路 径 . 夺 有 2 条, 则 G 中 有 圈 , 这 时 
删除 圈 中 的 一 条 边 后 ,G 仍 连 通 , 矛 盾 . 

(所 之 Ca) 由 于 G 的 每 一 对 节点 之 间 有 一 条 路 径 , 于 是 G 是 连通 图 . 硅 G 中 有 圈 , 则 圈 上 
的 2 个 点 之 间 存 在 两 条 路 径 . 

很 容易 从 上 述 定理 得 出 无 回 树 的 更 多 性 质 . 


7.3.3 生成 树 
如 图 7-21(a) 所 示 中 的 无 问 图 不 是 无 问 树 ,但 可 以 得 出 其 生成 子 图 是 无 回 树 , 如 
图 7-21(b) 和 图 7-21(c) 所 示 . 


€) €) 


(a) C (b) 刀 (c) 272 


图 7-21 


【定义 7-4】 设 G==(V,E) 是 无 辐 图 , 奢 G 的 生成 子 图 了 是 无 加 树 , 则 称 工 为 C 的 生成 
树 (spanning tree). 
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由 图 7-21(b) 和 图 7-21(c) 知 ,一 个 无 向 图 的 生成 树 不 一 定 唯一 ,但 不 是 任意 无 向 图 都 
存在 生成 树 . 

【定理 7-9】 设 G 是 无 回 图 , 则 G 存在 生成 树 的 充 要 条 件 是 G 是 连通 图 . 

证 (过) 显然. 

( 寺 ) 因 为 G 连通 , 厂 G 无 圈 , 则 G 本 和 号 就 是 G 的 生成 树 . 奢 G 中 存在 圈 , 由 定理 7-7 
知 , 删 际 该 圈 上 的 一 条 边 得 一 个 连通 生成 子 图 . 继续 该 过 程 ,一 直到 没有 圈 为 止 . 最 后 得 到 的 
生成 子 图 是 一 棵 无 回 树 , 它 就 是 G 的 生成 树 . 

由 定理 7-9 有 以 下 推论 . 

推论 。 n(n 三 1) 阶 连通 图 至 少 有 nn 一 1 条 边 . 

由 此 可 见 ,n(n 宇 1) 阶 无 癌 树 是 边 数 最 少 的 连通 无 癌 图 . 

【 例 7-8】〗】 设 G 是 连通 无 回 图 ,本 是 G 的 任意 一 棵 生成 树 ,C 是 G 的 任意 圈 , 则 C 至少 
含有 一 条 关于 生成 树 工 中 的 蓄 . 

证 ( 反 证 ) 硅 C 不 包含 任意 关于 生成 树 工 中 的 弦 , 则 CC 中 的 所 有 边 均 在 生成 工 中 ,这 
意味 看 工 中 含有 圈 ,不 可 能 . 

【 例 7-9】 设 G 是 连通 无 器 图 ,是 G 的 任意 一 棵 生成 树 ,F 是 G 的 任意 边 割 集 , 则 下 
至 少 有 一 条 了 中 的 树枝 . 

证 ( 反 证 )” 硅 边 割 集 下 不 含有 生成 树 工 中 的 树枝 , 则 删除 下 中 的 所 有 边 后 ,所 得 到 的 
子 图 必 含 有 生成 树 ,进而 是 连通 的 ,矛盾 . 


7.3.4 最 小 生成 树 


设 C=(V ,EF) 是 边 赋 权 的 连通 无 同 图 ,在 有 些 问 题 讨论 中 ,不 但 要 得 出 G 的 一 棵 生成 
树 ,而且 要 求生 成 树 各 边 的 权 之 和 最 小 . 

【定义 7-5】 设 G 是 一 个 边 赋 权 的 连通 无 器 图 ,G 的 生成 树 各 边 的 权 之 和 称 为 该 生成 
树 的 权 ,G 中 权 最 小 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 (minimal spanning tree). 

下 面 分 别 介绍 求 边 赋 权 的 连通 无 加 (zz) 图 的 最 小 生成 树 的 算法 . 

算法 1 克 鲁 斯 卡尔 (Kruskal,1956) 的 避 圈 法 

先 将 图 G 的 m 条 边 , 按 权 从 小 到 大 的 顺序 排列 : ej ,es,…,e. 按 从 左 至 右 顺 序 

(1) 选取 第 一 条 边 e; ,只 要 e; 不 构成 圈 , 令 j 一 1. 

(2) 右 j 二 n 一 1, 则 算法 结束 ,否则 转向 (3). 

(3) 假定 已 经 选取 了 ea ,e;,,… ,ei ,再 选取 e; ,只 要 {ei ,e;,，… ,ei ,ei } 不 构成 圈 . 令 
J] 一] 十 1, 转 问 (2). 

Kruskal 的 避 圈 法 的 基本 思想 是 : 以 边 的 权 从 小 
到 大 的 顺序 ,逐步 选 边 , 但 必须 去 抒 产 生 圈 的 边 , 即 避 
开 圈 的 产生 ,直至 得 到 ”一 1 条 边 为 止 .算法 的 正确 性 

【 例 7-10】〗】 使 用 Kruskal 的 避 圈 法 , 求 出 如 
图 7-22(a) 所 示 边 赋 权 图 G 的 最 小 生成 树 . 

解 ” 按 Kruskal 的 避 圈 法 可 得 出 其 最 小 生成 树 
T 为 如 图 7-22(b) 所 示 . 


(a) C (b) 了 
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算法 2 普 里 姆 (Prim，1957) 算 法 
基本 思想 : 从 任意 节点 出 发 ,选取 与 其 关联 且 权 最 小 的 边 以 及 该 边 的 另 一 个 关联 节点 ， 
两 点 及 边 构 成 一 个 图 五 .在 G 一 互 中 选取 与 五 中 所 有 节点 关联 的 最 小 权 的 边 及 另 一 个 与 


算法 3 管 梅 谷 (1975) 的 破 圈 法 
基本 思想 : 在 G 中 任意 选取 一 个 圈 , 去 掉 该 圈 上 的 最 大 权 的 一 条 边 ,直到 不 含 圈 为 止 . 


站 题 7.3 
1. 分 别 画 出 所 有 不 同 构 的 五 阶 无 回 树 和 六 阶 无 回 树 . 
2. 设 G 是 一 棵 无 回 树 且 有 2 个 4 度 节 点 ,3 个 3 度 节 点 ,其 余 均 为 叶 节 点 . 
(1) 求 出 该 无 回 树 共有 多 少 个 节点 . 


(2) 画 出 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 无 回 树 . 
3. 设 G 是 一 棵 无 向 树 且 有 ;个 i 度 节 点 ,i 二 2,3,…,k, 其 余 均 为 叶 节 点 , 求 叶 节点 的 
个 数 . 


小 


. 证 明 : 连通 无 癌 图 G 是 无 癌 树 的 充 要 条 件 是 G 的 每 一 条 边 都 是 桥 . 

. 设 G 是 无 向 树 且 A(CG) 三 &, 则 G 至 少 有 & 片 树 叶 . 

. 证 明 : 恰 有 两 片 树叶 的 无 癌 树 是 一 条 路 径 . 

.如 图 7-23(a) 和 图 7-23(b) 所 示 的 两 个 图 ,分 别 画 出 所 有 不 同 构 的 生成 树 . 
. 求 出 K。 中 所 有 不 同 构 的 生成 树 . 

. 求 出 如 图 7-24 所 示 边 赋 权 图 G 的 最 小 生成 树 的 权 . 


‘OO Co ~ G i 


(a) CT (b) G,» 
图 7-23 图 7-24 


10. (1) 证 明 : ?2 阶 无 回 树 的 所 有 节点 度数 之 和 为 2(n 一 1). 
(2 ) 设 di CQ 9CL 是 7 个 正 整 数 (n 宇 2) , 香 > ， d; 一 一 2(47 一 1)， 则 存在 一 棵 无 回 树 ,其 
节点 度数 分 别 为 di ,dd Fy 


7.4 有 回 树 


在 7.3 节 讨论 的 是 无 回 树 ,本 节 讨 论 有 问 树 的 有 关内 容 , 它 们 在 计算 机 算法 设计 及 程序 
设计 人 研究 中 都 起 着 重要 作用 . 
ss 020 人 2 。 


7.4.1 有 向 树 的 定义 


【定义 7-6】 一 个 有 回 图 C 王 (V, 刁 ) ,在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 无 回 树 , 则 该 有 回 图 
称 为 有 向 树 (directed tree). 

如 图 7-25 所 示 是 两 个 有 回 树 的 例子 . 

在 一 棵 有 癌 树 中 , 闻 点 wv 的 前 驱 元 率 称 为 v 的 父 节 点 (parent),v 的 后 继 元 系 称 为 v 的 
子 节点 (child). 实际 上 ,在 一 个 无 环 有 向 图 (directed acycline graph,DAG) 中 均 可 以 定义 父 
广 点 和 子 方 点, 硅 有 同 边 (u,v) EL, 则 称 w 是 v 的 父 节 点 ,vv 是 的 子 记 点 . 

如 图 7-26 所 示 是 两 个 无 环 有 问 图 的 例子 .一 般 说 来 DAG 不 是 有 问 树 ,但 它 和 常用 在 讨 

论 拓 扑 排序 及 关键 路 径 中 . 量子 线路 就 是 无 环 有 回 图 ,因为 它 不 需要 利用 反馈 信息 


7.4.2 根 树 


在 有 问 树 中 ,更 常用 的 是 根 树 , 它 能 清楚 地 表示 层次 结构 . 在 编译 程序 中 ,用 于 表示 源 程 
序 的 语法 结构 ,在 数据 库 系统 中 用 于 表示 信息 的 组 织 形 式 . 

【定义 7-7】 一 棵 有 癌 树 , 奢 恰 有 一 个 节点 入 度 为 0, 而 其 余 市 点 和 人 度 均 为 1, 则 该 有 问 
树 称 为 根 树 (rooted tree). 

注意 根 树 在 计算 机 科学 中 常 称 为 树 , 其 他 概念 在 含义 上 也 有 些 细微 不 同 . 

如 图 7-27 所 示 是 两 棵 根 树 的 例子 . 


在 根 树 中 ,入 度 为 0 的 节点 称 为 树 根 (root) ,出 度 
为 0 的 节点 称 为 树叶 (leaf) ,出 度 不 为 0 的 节点 称 为 分 “ 
支 节点 ,将 不 是 根 的 分 支 节点 称 为 内 点 . 
一 般 将 根 树 的 根 画 在 上 方 或 下 方 , 这 时 边 的 方 回 
都 朝 下 (如 图 7-27(a) 所 示 ) 或 都 朝 上 (如 图 7-27(b) 所 Wy (b) 
示 ). 正 因为 这 样 , 在 实际 应 用 中 , 根 树 的 方 回 是 可 以 省 图 7-27 
略 的 . 
为 了 方便 ,可 以 借助 于 家 族 树 称呼 根 树 中 的 节点 .车 有 向 边 (u,v) EE, 则 称 是 v 的 父 
节点 (parent) ,v 是 的 子 节 点 (child). 同一 个 父 节点 的 子 节 点 称 为 兄弟 节点 (sibling). 万 点 
的 祖先 (ancestor) 是 从 根 节 点 到 该 记 点 的 路 径 上 所 经 过 的 所 有 分 文 和 点 .从 一 个 万 点 可 以 


到 达 别 的 任意 节点 都 称 为 该 广 点 的 后 代 (offspring 或 descendants ). 
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可 以 证 明 , 从 根 节点 到 任意 节点 有 且 仅 有 一 条 路 径 . 从 根 节 点 到 某 个 节点 的 路 径 的 长 度 
称 为 该 节点 的 层 或 级 (level). 于 是 , 根 节 点 是 第 0 层 世 点 ,其 子 节 点 称 为 第 工 层 节点 ,以 此 类 
推 . 其 父 而 点 在 同一 层 的 节点 互 为 党 兄弟 . 根 树 中 万 点 的 最 大 层次 , 称 为 根 树 的 高 度 
(height) 或 深度 (depth). 

在 根 树 中 ,所 有 树叶 的 层 数 之 和 称 为 该 根 树 的 外 部 路 径 长 度 , 记 为 玉 ; 所 有 内 点 的 层 数 
之 和 称 为 该 根 树 的 内 部 路 径 长 度 , 记 为 工 

【定义 7-8〗 设 G=(V,E) 是 一 棵 根 树 ,v€EV, 由 节点 v 及 其 所 有 后 代 导 出 的 子 图 称 为 
G 的 子 根 树 (rooted subtree) ,可 以 简称 为 子 树 (subtree). 

可 以 结合 如 图 7-28" 引 中 所 示 的 根 树 理解 上 面 提 到 的 概念 . 需要 注意 的 是 ,关于 根 树 中 
方 点 的 层 (level) 的 含义 在 有 些 数 据 结构 中 有 所 不 同 , 它 们 将 根 节 点 称 为 第 1 层 市 点 ,其 子 市 
点 称 为 第 2 层 节 点 ,以 此 类 推 . 


(9 (2) 四 (a) 完全 二 又 树 (b) 正则 二 叉 树 


图 7-28 图 7-29 


7.4.3 7 义 树 


在 根 树 中 ,一 个 节点 的 出 度 可 以 称 为 元 ,或 更 形象 地 称 为 叉 .在 数据 结构 中 有 称 为 度 ” 
的 ,但 容易 与 图 论 中 节点 的 度数 概念 混淆. 当然 ,用 根 树 的 最 大 出 度 称 呼 其 名 有 时 会 更 耳 观 、 
方便 . 

1. m 义 树 的 定义 

【定义 7-9】 设 G= (V,) 古 一 柠 根 树 , 右 max od(v) 二 m; 则 称 G 是 m 叉 树 (xm-ary 
tree). 

如 图 7-28 所 示 是 一 棵 3 又 树 . 如 图 7-27(b) 所 示 是 一 棵 二 又 树 , 但 要 与 数据 结构 中 的 
二 又 树 相 区 别 , 见 下 面 关 于 二 又 树 的 进一步 说 明 . 

在 叉 树 G 中 , 硅 对 于 任意 节点 v 均 有 od(v) 二 m 或 0, 则 称 G 为 完全 m 义 树 , 所 有 树 
叶 厂 点 所 在 的 层 都 相同 的 完全 mm 又 树 称 为 正则 mm 叉 树 ,或 称 为 满 m 叉 树 . 

如 图 7-29(a) 所 示 是 一 棵 完全 二 义 树 ,如 图 7-29(b) 所 示 是 一 棵 正则 二 文 树 . 

2. m 又 树 的 性 质 

下 面 是 有 关 m 又 树 的 几 条 性 质 , 这 些 性 质 在 数据 结构 中 也 有 讨论 . 

性 质 1 m 又 树 的 第 i 层 的 节点 至 多 为 m’ (i 三 0). 

证 ”对 层 数 i 归纳 . 当 i 二 0 时 ,第 0 层 市 点 仅 为 树 根 ,有 wm 二 1, 结 论 成 立 . 设 第 i 一 1 层 
节点 至 多 mm! ,因为 每 个 节点 的 出 度 均 夺 m, 从 而 第 i 层 的 节点 至 多 m*， mm”! 二 mi. 
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显然 ,正则 mx 又 树 的 第 i 层 的 节点 恰 为 zz 之 0). 

性 质 2 高 度 为 h 的 m 又 树 至 多 有 (Gm 一 1)/ (mx 一 1)(m 宇 2) 个 节 扣 . 

证 由 性 质 1 知 结论 成 立 . 

性 质 3 一 棵 有 /1 片 树叶 的 mx 又 树 的 高 度 至 少 为 log,l. 

证 当 所 有 / 刻 树 叶 处 于 同一 层 且 分 文 点 的 儿子 数 等 于 或 尽 可 能 接近 mm 时 ,该 mm 又 树 
的 高 度 最 小 . 对 于 高 度 为 h 的 m 叉 树 ,由 性 质 1 知 /二 ww* ,所 以 h 宇 lognl. 

性 质 4 吾 一 棵 完全 mm 又 树 有 7 片 树叶 .个 分 文 布 点 , 则 (2 一 1 一 2 一 |. 

证 有 zz 个 分 文 节 点 的 完全 mm 又 树 有 mt 条 边 、t 十 /1 个 节点 ,于 是 mt 二 t 十 /一 1, 因 此 
(m—1)t=/—1. 

下 面 是 二 又 树 的 几 条 性 质 . 

性 质 5 奋 二 叉 树 有 片 树叶 , 则 出 度 为 2 的 节点 有 /一 1 个. 

证 设 出 度 为 1 的 节点 有 并 个 ,出 度 为 2 的 方 点 有 yy 个 , 则 该 二 又 树 有 zz 十 y 十 /个 市 
点 .十 y 十 /一 1 条 边 .显然 ,所 有 出 度 之 和 等 于 边 数 , 即 

TX 十 2y 二 工 十 y 十 lL 一 1 

于 是 ,有 y 王 /一 1. 


证 ”由 性 质 4 知 结论 成 立 . 
性 质 7 奉 完 全 二 又 树 有 个 分 支 节点 , 则 二 I 十 21, 其 中 玉 为 外 部 路 径 长 度 ,T 为 内 


部 路 径 长 度 . 
证 ” 设 该 完全 二 叉 权 有 片 树叶 , 则 由 性 质 5 知 上 一 /一 1. 对 上 归纳 . 当 上 0,1 时 ,结论 


假设 对 于 分 文 节 点 个 数 小 于 上 的 完全 二 叉 树 结论 成 立 . 对 于 分 文 季 点 个 数 为 上 的 完全 
二 又 树 ,去 挥 根 证 点 得 到 两 棵 完全 二 又 树 ,其 外 部 路 径 长 度 、 内 部 路 径 长 度 和 分 支 市 点 个 数 
分 别 为 Ei ,Ti,ti 和 上, ,Ti ,ts ,根据 归纳 假设 有 Ei 二 十 2t1 且 EF; 二 1 十 2ts. 由 于 E 二 Ei 十 
EF, 二 1,T= 攻 十 Js 十 (t 一 1) 且 二 十 刀 =t 一 1 因此 
b==( 攻 十 2t1) 十 (1 十 2ts) 十 二 攻 十 1 十 2( 直 十 ts) 十 Ll 
= To 1S= {TB 人 T(t— 12—1}) Tt 
一 了 十 一 1) 十 /一 了 十 上 十 (人 一 1) 二 了 十 2 
3. 叶 赋 权 m 叉 树 
下 面 讨论 叶 赋 权 mx 又 树 . 
【定义 7-10】 设 G==(V,E) 是 一 棵 m 义 树 ,各 6G 的 每 一 片 树叶 上 都 赋予 一 个 非 负 实 
数 , 则 称 G 为 叶 赋 权 m 又 树 . 
可 以 将 树叶 理解 为 笠 果 ,树叶 上 所 赋 的 权 理解 为 伴 末 的 质量 . 
【定义 7-11】 设 G==(V,E) 是 一 棵 叶 赋 权 mx 又 树 , 其 7 片 树叶 上 的 权 分 别 为 wi， 
ww , 记 根 节点 到 权 为 w; 的 树叶 节点 的 路 径 长 度 ( 即 距离 ) 为 LCwi) (i 二 1,2,… ,7), 称 


l 
3 ‘Cs 人 L (vw;) 为 Vad! 叉 树 G 的 权 , 记 为 W(G). 
i=1 


可 以 将 mm 叉 树 G 的 权 W(G) 理 解 为 m 叉 树 G 的 承受 “ 力 ”, 也 可 借助 于 后 面 的 
Huffman 编码 帮助 理解 . 
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如 图 7-30(a) 一 图 7-30(c) 所 示 的 3 棵 二 又 树 的 权 分 别 为 
7X2 十 5X2 十 2X2 十 4X2=36 
7X3 十 5X3 十 2X1 十 4X2=46 
7X1++5X2+2X3++4X3= 35 


(a) (b) (c¢) 


图 7-30 


下 面 仅 讨论 最 优 二 叉 树 问题 , 它 在 解决 某 些 判定 问题 时 可 以 得 到 最 佳 判定 算法 .所 得 结 
论 可 以 推广 到 一 般 的 最 优 mm 又 树 . 

【定义 7-12】 设 G==(V,EF) 是 一 棵 叶 赋 权 二 叉 树 ,其 7 片 树叶 上 的 权 分 别 为 wi， 
w2，… ,wi, 在 所 有 树叶 数 相 同 以 及 相应 树叶 上 的 权 也 相同 的 二 又 树 中 , 权 最 小 的 那 棵 称 为 
最 优 二 又 树 或 赫 夫 曼 树 . 

赫 夫 曼 (Huffman) 在 1952 年 首先 给 出 一 个 求 最 优 二 又 树 的 有 效 算法 ,其 基本 思想 是 ， 
将 给 定 的 2 片 树叶 上 的 权 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 ,不 妨 设 为 wl 硅 ws 三 … 三 wi; 分 别 赋 权 为 
zy 和 yz 的 7 片 树叶 的 最 优 二 又 树 可 以 从 有 7 一 1 片 树叶 , 且 权 分 别 为 wi 十 ws ,zs ，…， 
zw 的 最 优 二 又 树 得 到 ;再 将 ro 十 zz ,zs ,… ,wi 按 从 小 到 大 顺序 排列 ,继续 以 上 步骤 即 可 得 
所 求 的 最 优 二 叉 树 . 

【 例 7-11】 计算 有 5 片 树叶 ,分别 赋 权 1, 2, 3, 4, 5 的 赫 夫 曼 树 . 

解 ” 对 于 1, 2, 3, 4, 5, 先 组 合 两 个 最 小 的 权 1 十 2 二 3, 得 3, 3, 4, 5; 在 所 得 到 的 序列 
中 再 组 合 3 十 3 二 6, 重新 排列 后 为 4， 5，6; 再 
组 合 4 十 5 一 9, 得 6, 9; 最 后 组 合 6 十 9 王 15. © 


1 2 3 4 5 (6 ) 个 
YW 和 
os 3 OO OO 
CD C2) 
1 
所 求 的 赫 夫 曼 树 如 图 7-31 a 图 7-31 
赫 夫 坚 算 法 的 正确 性 是 比较 显然 的 . 

7.4.4 有 序 树 


在 根 树 中 ,对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 是 没有 先后 顺序 的 ,这 与 家 族 树 不 太一 致 . 同 
时 ,在 有 些 应 用 问题 中 ,需要 对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 世 点 规定 一 个 先后 顺序 , 通 稼 是 从 左 
至 右 顺 序 ,这 就 是 有 序 树 . 
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【定义 7-13】〗 设 G==(V,E) 是 一 棵 根 树 , 若 对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 一 个 先 
后 顺序 , 则 称 G 为 有 序 树 (ordered tree). 

在 有 厅 树 中 ,一 个 节点 的 最 左边 的 儿子 稼 称 为 该 节点 的 长 子 .在 同一 个 父 贡 点 的 所 有 子 
记 点 中 ,一 个 节点 的 右边 第 一 个 节点 称 为 该 节点 的 大 弟 . 如 于 一族 条 林 中 ,每 一 棵 树 痢 是 有 
序 树 , 且 全 体 有 订 树 的 根 也 规定 了 先后 顺序 , 则 称 该 条 林 为 有 序 森 林 (ordered forest) ,其 中 
一 棵 有 序 树 的 右边 第 一 哥 有 订 树 的 根 是 前 一 棵 有 序 树 的 根 的 大 弟 . 

【 例 7-12】 用 有 序 树 表示 表达 式 (a 一 0b)/|el. 

解 (a 一 5b)/1c| 的 有 订 树 表示 如 图 7-32(a) 所 示 . 


人 信人 
A 秋 


(a) (b) 
图 7-32 


注意 在 图 7-32(a) 与 图 7-32(b) 中 ,作为 根 树 它们 是 同 构 的 ,但 作为 有 序 树 它们 是 不 
同 的 ,因为 图 7-32(b) 表 示 的 是 |c|/(a 一 0b). 


7.4.5 ”定位 二 义 树 


对 于 二 又 有 序 树 ,每 个 分 支 节 点 至 多 两 个 儿子 . 奉 对 这 两 个 儿子 ,包括 只 有 一 个 儿子 的 
情形 ,还 根据 实际 情况 确定 了 其 左右 位 置 ,分 别称 为 左 儿 子 和 右 儿 子 , 这 就 是 定位 二 又 树 . 

1. 定义 

【定义 7-14】 设 G==(V,E) 是 一 棵 有 序 二 又 树 , 兰 对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 
一 个 左右 位 置 , 则 称 G 为 定位 二 义 树 (positional 
binary tree). 


如 图 7-33 所 示 是 两 棵 二 又 树 , 作 为 有 序 树 它 


们 是 相同 的 . 作为 定位 二 叉 树 是 不 同 的 ,因为 在 / / 
图 7-33(a) 中 ,v 是 的 左 儿 子 ,而 在 图 7-33(b) 0 
中 心 是 x 的 右 儿 子 . (a) (b) 

这 里 的 定位 二 叉 树 是 数据 结构 中 的 二 叉 树 - 


(binary tree) , 它 要 区 分 左 儿 子 和 右 儿 子 , 进 而 有 
左 子 树 和 右 子 树 之 分 .在 图 7-33(a) 中 ,> 的 左 子 树 是 由 ,zw 导出 的 子 图 ,r 的 右 子 树 是 由 
xz 导出 的 子 图 :zx 的 左 子 树 是 v ,wu 不 存在 右 子 树 . 
2. 赫 夫 曼 编 码 
在 定位 二 又 树 中 ,与 赫 夫 曼 树 密切 相关 的 是 赫 夫 曼 编 码 . 现 给 出 前 级 及 前 级 码 的 定义 . 
【定义 7-15】 设 B 二 aias…a, 是 长 度 为 n 的 符号 串 , 则 称 子 串 al ,alias ,… ,QlQ2*…Qw-1 分 
别 为 8 的 长 度 为 1,2,…,n 一 1 的 前 缀 (prefix). 设 A=={B,B，,…,B,) 是 符号 串 组 成 的 集合 ， 
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右 对 于 任意 i 了 关 j 均 有 有 与 Bi 互 不 为 前 级 , 则 称 A 为 前 缀 码 (prefix code). 石 BC 一 1,2,…， 
mm) 中 只 出 现 0 或 1 两 个 符号 , 则 称 A 为 二 元 前 级 码 (binary prefix code). 

用 二 进 制 对 计算 机 及 通信 中 使 用 的 符号 进行 编码 时 ,一 要 保证 编码 没有 牙 义 ,不 会 将 字 
母 传 错 , 二 要 保证 码 长 要 尽 可 能 地 短 . 使 用 定位 二 叉 树 ,可 以 将 节点 的 左 儿 子 所 在 边 标 记 为 
0, 而 将 右 儿 子 所 在 边 标 记 为 1, 则 可 以 产生 唯一 的 树叶 的 二 进 制 编码 作为 通信 的 从 号 编码 
就 不 会 产生 上 收 义 , 并 且 是 二 元 前 级 码 . 

【 例 7-13】 分 别 求 出 如 图 7-34 所 示 的 定位 二 又 树 得 到 的 二 元 前 级 码 . 

解 ” 将 定位 二 又 树 每 个 分 支 节点 与 其 左 儿 子 所 在 的 边 标 为 0, 与 其 右 儿 子 所 在 的 边 标 
为 1, 则 图 7-34(a) 和 图 7-34(b) 所 得 到 的 二 元 前 级 码 分 别 为 {00,01,10} 和 {00,01,11). 

为 了 保证 码 长 要 尽 可 能 地 短 ,使 用 赫 夫 曼 编 码 即 可 . 赫 夫 曼 编码 是 使 得 电文 总 长 最 短 的 
二 进 制 前 级 编码 ,其 叶 上 的 权 为 传输 各 符号 的 频率 ,所 得 到 的 赫 夫 曼 树 的 权 为 传输 一 个 从 号 
需要 使 用 的 二 进 制 数 字 的 个 数 . 

【 例 7-14】 将 7 个 符号 按 其 出 现 的 频率 0.2, 0. 19, 0. 18, 0.17, 0.15, 0. 1, 0. 01 构 
造 其 赫 夫 曼 编 码 . 

解 ” 先 根据 叶 上 的 权 为 传输 各 符号 的 频率 ,得 到 一 棵 赫 夫 曼 树 ,如 图 7-35 所 示 , 其 叶 市 
点 的 编码 即 为 赫 夫 曼 编码 : {00,01,1000,1001,101,110,111). 


Dd 
0.13 0.17 0.18 


(3) (b) 0.1 0.01 
图 7-34 图 7-35 


这 样 得 到 的 赫 夫 曼 编 码 是 最 佳 二 元 前 级 码 , 其 码 长 为 4, 而 该 定位 二 又 树 的 权 为 
2XU.2 十 4X0.19 十 4X0.1 十 4X0.01 十 3X0.15 十 3X0.18 十 3X0.17 = 2.12s 

它 表示 传 1( 或 100) 个 按 上 述 频率 出 现 的 符号 需要 2.72( 或 272) 个 二 
进 制 数 字 . 

3. 遍历 方式 

遍历 定位 二 义 树 (traversing binary tree) 有 3 种 方式 (如 图 7-36 a 
所 示 ): 

(1) 前 序 裔 历 : 根 慷 点 习 左 子 树 一 右 子 树 : abdehic fg. 

(2) 中 序 遍 历 : 左 子 树 一 根 节点 一 右 子 树 : dbheiafcg. 

(3) 后 序 明 历 : 左 子 树 一 右 子 树 一 根 世 点 : dhiebfgca. 

4. 有 序 森林 与 定位 二 义 树 之 间 的 转换 

由 于 定位 二 又 树 结 构 人 简单 ,因此 经 党 将 有 序 和 森林 ,特别 是 有 序 树 ,转换 成 定位 二 又 树 ,并 
以 有 序 森 林 与 定位 二 又 树 之 间 的 转换 作为 结束 . 
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在 有 序 森 林 下 与 定位 二 又 树 B 之 间 根 据 自 然 转换 规则 建立 一 一 对 应 : 
(1) 在 下 中 是 v 的 长 子 , 则 在 B 中 w% 是 v 的 左 儿 子 . 

(2) 在 下 中 是 vv 的 大 第 , 则 在 B 中 是 v 的 右 儿 子 . 

【 例 7-15】 将 图 7-37(a) 中 的 有 序 和 森林 下 转换 成 定位 二 叉 树 B. 

解 ” 按 自然 转换 规则 得 到 的 定位 二 又 树 B 如 图 7-37(b) 所 示 . 


1 


7 3 8 9 10 
4 9 0 ll 12 13 
(a) (b) 
图 7-37 
站 题 7.4 
1. 证 明 : 在 根 树 中 ,从 树 根 到 任意 节点 有 且 仅 有 唯一 的 一 条 路 径 ( 提 示 : 对 市 点 所 在 的 
层 归 纳 ). 
2. 画 出 所 有 不 同 构 的 4 阶 根 树 及 5 阶 根 树 . 
3. 指出 图 7-28 中 的 根 树 工 的 下 列 节操 . 
(1) 根 市 点 . 
(2) 树叶 节点 . 
(3) 分 支 节 所 . 
(4) 内 点 . 
(5) 每 个 节点 的 层 . 
(6) 每 个 市 点 的 父 节 点 . 
(7) 每 个 市 点 的 子 节 点 . 
(8) 树 高 . 
(9) 最 大 出 度 . 


(10) 所 有 子 ( 根 ) 树 . 
4. 如 图 7-26 所 示 , 存 在 是 根 树 的 生成 子 图 吗 ? 硅 存在 , 求 出 所 有 不 同 构 的 是 根 树 的 生 
成 子 图 . 
5. 证 明 : 高 度 为 hh 的 m 又 树 至 多 有 (Gm 一 1)/(m 一 1)(m 宇 2) 个 节点 . 
6. 证 明 以 下 结论 : 
(1) 完全 二 叉 树 的 节点 个 数 必 是 奇数 ; 
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(2) n 阶 完 全 二 又 树 的 树叶 的 数目 为 (n 十 1)/2; 

(3) n 阶 完全 二 又 树 的 树 高 为 |logsn 外 其 中 [xz 财 示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 . 

7. 设 G 是 有 t 个 分 文 节 点 L 厂 树叶 、 高 为 h 的 正则 mx 又 树 , 则 

(1)G 有 mt 十 1 个 节点 . 

(2) /一 上 (7 一 1) 十 1 

(3) 7 之 1 (2 一 1) 十 1. 

8. 计算 有 13 片 树叶 ,分 别 赋 权 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41 的 赫 夫 曼 树 ， 
并 构造 最 优 三 又 树 . 

9. 用 有 序 树 分 别 表示 表达 式 vivs 一 (wy 十 vs /ve)v3 和 a 十 b(c 一 d) 一 e/ 了 了 . 

10. 在 下 面 给 出 的 3 个 符号 串 集合 中 ,哪些 是 前 级 码 ? 哪些 不 是 前 级 码 ? 寿 是 前 级 人 码 ， 
则 构造 定位 二 又 树 ,其 树叶 代表 其 二 进 制 编码 . 若 不 是 前 级 码 , 则 说 明理 由 . 

(1) Ai={0,10,110,1111}. 

(2) A, = {1,01,001,0000). 

(3) A;={1,11,101,001,0011}. 

11. 在 通信 中 ,八进制 数字 0，1，2，3，4，5，6,， 7 出 现 的 频率 分 别 为 0: 30%， 
1: 20%, 2: 15%, 3: 10%, 4: 10%,，5: 6%, 6: 5%, 7: 4%. 编写 一 个 传输 它们 的 最 佳 前 
级 人 码 ,使 通信 中 出 现 的 二 进 制 数 学 尽 可 能 地 少 . 具体 要 求 如 下 : 

(1) 画 出 相应 的 赫 夫 曼 树 ; 

(2) 写 出 每 个 数字 对 应 的 前 级 人 码 ; 

(3) 传输 上 述 比 例 出 现 的 数字 10 000 个 时 ,至 少 要 用 多 少 个 二 进 制 数 字 ? 

12. 将 如 图 7-38 所 示 的 有 序 和 森林 下 转换 成 定位 二 又 树 B. 


(0 
ORGIO © 


森林 下 
图 7-38 


7.5 平面 图 


本 方 仅 讨论 无 癌 图 . 

对 于 一 个 无 回 图 ,怎样 将 其 图 形 画 出 来 本 号 是 无 关 紧 要 的 ,只 要 与 原来 的 图 同 构 皆 可 . 
但 有 些 实 际 问题 要 求 把 图 画 在 一 个 平面 上 ,同时 使 得 图 的 边 在 非 节 点 处 不 相交 . 例如 单 层 印 
刷 电 路 板 、 集 成 电路 的 布线 等 问题 就 需要 满足 上 面 的 要 求 . 

虽然 在 现实 生活 中 出 现 了 交通 立交 桥 、 多 层 电 路 板 ,但 平面 图 问题 仍然 是 基本 问题 . 例 
如 在 上 和 草 7.1 节 提 到 的 “3 户 3 井 问题 ?就 是 判定 一 个 图 是 否 是 平面 图 的 问题 . 
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平面 图 与 地 图 春色 问题 密切 相关 . 
7.5.1 平面 图 的 有 关 概 念 


【定义 7-16】 设 G 是 无 问 图 , 右 可 将 G 男 在 一 个 平面 上 ,同时 使 得 任意 两 条 边 在 非 市 
点 处 不 相交 , 则 称 G 是 可 平面 图 (planar graph) 或 简称 G 为 平面 图 (plane graph). 


设 G 是 平面 图 , 则 可 在 一 个 平面 上 将 图 G 画 出 来 且 
使 得 其 任意 两 条 边 仅仅 在 节点 处 才 相 交 ,这 样 画 出 的 图 
称 为 平面 图 G 的 平面 能 入 (planar embedding ) 或 平面 表 
示 . 由 于 一 个 平面 图 与 其 平面 表示 是 同 构 的 ,因此 平面 图 


通常 是 指 其 平面 表示 . 
(a) CI (b) G6 如 图 7-39 中 所 示 的 图 G， 和 Gs 都 是 平面 图 . 显然 ， 
图 7-39 Gs 也 是 平面 图 G, 的 平面 舱 入 或 平面 表示 . 
两 个 重要 的 非 平面 图 的 例子 . 
(1) K; ,如 图 7-40 所 示 . 
(2) K;; ,如 图 7-41 所 示 . 


Wd (WR 


(a) Ks (b) C> (a) K; 3 (b) C， 
图 7-40 图 7-41 


【定义 7-17】 设 G 是 简单 平面 图 , 硅 在 G 的 任意 两 个 不 相 邻 的 节点 和 之 间 增 加 一 
条 边 所 得 到 的 图 G 十 uv 是 非 平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 (maximal planar graph). 

显然 , 厂 e 是 K; 的 一 条 边 , 则 K; 一 (e} 是 极 大 平面 图 .但 是 , 奢 e 是 KK;,; 的 一 条 边 , 则 
K;,3 一 {e} 不 是 极 大 平面 图 . 

【定义 7-18】 设 G 是非 平 面 图 , 厂 在 G 中 任意 删除 一 条 边 所 得 到 的 图 是 平面 图 , 则 称 
G 为 极 小 非 平 面 图 (minimal nonplanar graph). 

容易 看 出 ,Ks 和 Ks. 都 是 极 小 非 平面 图 . , 

【定义 7-19】 设 G 是 平面 图 ,由 G 的 右 干 条 边 所 
围 成 的 连通 区 域 称 为 图 G 的 面 (face), 围 成 面 的 回路 称 
为 面 的 边界 (boundary). 

一 个 区 域 是 连通 的 ,是 指 其 内 部 可 随意 走动 而 不 
穿 过 任何 边 .在 图 7-39(b) 中 有 4 个 面 . 如 图 7-42 所 示 | 
中 的 平面 图 有 2 个 面 ,分 别 是 由 vivsv3vsvuvi 往 内 围 SI 
成 一 个 面 ,vivsvsvi 十 vsvevs 往外 围 成 一 个 面 . 

特别 注意 ,任何 平面 图 部 有 一 个 由 奢 干 条 边 往外 围 成 的 一 个 面 , 它 是 唯一 的 一 个 无 限 面 . 

求 一 个 平面 图 的 面 可 以 这 样 做 ,在 一 张 较 大 的 纸 上 将 平面 图 画 上 ,然后 用 剪刀 将 图 的 所 
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有 边 冀 破 , 这 张 纸 被 分 成 的 每 一 部 分 就 是 一 个 面 . 
平面 图 的 两 个 面相 邻 是 指 这 两 个 面 有 公共 的 边界 . 


7.5.2 欧 拉 公式 


欧 拉 在 1750 年 研究 多 面体 时 发 现 ,多 面体 的 面 数 等 于 多 面体 的 校 数 减 去 顶点 数 加 2， 
后 来 发 现 连通 平面 图 的 面 数 与 其 节点 数 , 边 数 之 间 也 有 同样 的 关系 . 

【定理 7-10】 ( 欧 拉 人 公式) 任意 (z ,xz) 连 通 平 面 图 G 的 面 数 r= 二 mm 一 nn 十 2. 

证 ”对 G 的 面 数 r 归纳 . 当 r=1 时,G 只 有 一 个 无 限 面 ,进而 G 不 含 任 何 圈 . 因为 G 连 
通 , 所 以 G 是 一 棵 无 同 树 ,进而 由 无 回 树 的 性 质 1 知 m 二 n 一 1, 于 是 有 7r 二 m 一 n 十 2. 

假设 ~ 一 1 是 成 立 . 由 于 rr 三 2,G 中 存在 简单 回路 C, 令 e 是 C 上 的 一 条 边 ,考虑 
G 一 {e) .显然 ,G 一 人 4e} 是 一 个 连通 的 平面 图 .因为 G 一 (te) 的 面 数 为 > 一 1, 根 据 归 纳 假设 有 
7 一 1] 二 (mm 一 1) 一 n 十 2, 所 以 有 r= 二 mm 一 nn 十 2. 

注意 ”在 欧 拉 公式 中 ,“ 连 通 ” 的 条 件 是 必 不 可 少 的 .在 图 7-42 中 ,r 二 2, 而 m 一 n 十 2 二 
5 一 7 十 2 二 0. 

下 面 的 推论 非常 有 用 . 

推论 1 任意 (n,m) 人 简单 连 通 平面 图 , 硅 nn 三 3, 则 mm 二 3n 一 6. 

证 设 G 是 (n,m) 人 简单 平面 图 且 nn 三 3. 根据 欧 拉 公式 ,G 的 面 数 为 mm 一 n 十 2. 因为 G 是 
和 何 单 图 且 n 宇 3, 其 每 个 面 至 少 由 3 条 边 围 成 ,但 每 一 条 边 是 两 个 面 的 边界 或 在 同一 个 面 中 
两 次 出 现 , 于 是 3m 一 n 十 2)/2 三 mm, 所 以 m 三 3n 一 6. 

【 例 7-16】 证 明 : K; 不 是 平面 图 . 

证 假设 天 : 是 平面 图 ,因为 K; 是 简单 图 且 节 点 数 2=5, 由 推论 1 知 , 其 边 数 为 
m 三 3n 一 6 二 3X5 一 6 二 9, 而 2 二 10, 刻 盾 . 

类 似 于 推论 1 的 证 明 , 有 

推论 2 任意 (n,m) 人 简单 连通 平面 图 G, 硅 G 不 含 K, 子 图 有 是 n 宇 3, 则 m 硅 2n 一 4. 

【 例 7-17】 证 明 : K;,; 不 是 平面 图 . 

证 ”假设 天 :,: 是 平面 图 ,因为 天 :,: 是 简单 图 ,节点 数 2 一 6 且 不 含 天: 子 图 ,由 推论 2 知 ， 
其 边 数 为 m 二 2n 一 4 二 2X6 一 4 二 8, 而 m= 二 9, 矛 盾 . 

下 面 的 定理 7-11 是 证 明 “ 五 色 定 理 ” 的 关键 . 


【定理 7-11】 任何 简单 平面 图 必 存 在 一 个 度数 小 于 等 于 5 的 节点 . 
证 ”不妨 设 G 二 (V,E) 是 (n,m) 连 通 图 日 nn 三 3. 硅 对 于 任意 vEV 均 有 deg(v) 宇 6, 则 有 
D> deg(v) = 6n (1) 
vEV 
根据 握手 定理 ,有 
>) deg(v) = 2m < 2(3n— 6) (2) 


vEV 


(1) 与 (2) 了 矛盾 ,结论 得 证 . 
7.5.3 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 


波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (K.， Kuratowski,1896 一 1980) 于 1930 年 给 出 了 判定 平面 图 
的 充 要 条 件 . 
先 介绍 同 豚 的 定义 . 
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【定义 7-20】 硅 两 个 图 是 同 构 的 ,或 者 通过 反复 进行 以 下 操作 (如 图 7-43 所 示 ) 使 得 它 
们 同 构 , 则 称 这 两 个 图 同 胚 (homeomorphism): 

(1) 移 去 一 条 边 U1 U2 ,并 增加 一 个 节点 也 同时 与 vi » U2 邻接 . 

(2) 删除 一 个 度 为 2 的 节点 ww, 且 在 与 v 邻接 的 另外 两 个 节点 vi ,vs 之 间 连 一 条 边 . 

【 例 7-18】〗 证 明 : 彼得 和 森 图 的 如 下 子 图 (如 图 7-44 所 示 )G 同 豚 于 天 :,:. 


SEE 


(a) (b) 
图 7-43 图 7-44 


【定理 7-12】(Kuratowski，1930) 无 问 图 G 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 无 同 豚 于 开 。， 和 
K;,3 的 子 图 . 
库 拉 托 夫 斯 基 定 理 的 证 明 是 较 困 难 的 ,可 参见 有 关 文 献 L16. 根据 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 
知 ,彼得 条 图 不 是 平面 图 . 
库 拉 托 夫 斯 基 定 理 给 出 了 平面 图 的 充 要 条 件 ,但 很 难 将 其 用 于 实际 的 平面 图 的 判定 . 在 
1966 年 ,Lempel，Euler 和 Cederbaum 给 出 的 “灌木 生长 算法 ”可 以 逐次 完成 平面 图 的 散人 人， 
它 是 现代 图 论 算法 中 十 分 直观 .十 分 精彩 的 算法 之 一 ,而 与 之 配套 的 BFS 和 DFS 是 很 多 图 
论 算法 的 基础 , 它 的 基本 思想 是 " 走 一 步 是 一 步 , 得 进 且 进 , 行 不 通 时 再 后 退 ” 


7.5.4 平面 图 的 对 偶 图 


对 平面 图 的 面 的 研究 可 以 转换 为 对 其 对 侦 图 的 市 点 的 研究 . 

【定义 7-21】 设 G 是 平面 图 ,G 的 对 偶 图 Cdual graph)G* 构造 如 下 : 

(1) 在 G 的 每 个 面 内 取 一 个 点 作为 G* 的 市 点 . 

(2) 和 若 G 内 的 两 个 面 有 公共 的 边界 e, 则 在 G* 中 相应 的 两 个 节点 之 间 连 一 条 边 e* , 且 
使 。 与 e 相交 一 次 而 与 G 的 其 他 边 不 相交 .在 e 是 G 的 桥 , 则 e’* 为 G* 的 吊环 . 硅 e 是 G 的 
吊环 , 则 e* 为 G* 的 桥 . 

如 图 7-45 所 示 的 对 偶 图 为 空心 点 虚线 边 所 画 的 图 . 


图 7-45 
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根据 定义 知 ,任意 平面 图 的 对 偶 图 是 平面 图 上 且 是 连通 的 . 设 G 是 (22) 平 面 图 ,有 > 个 
面 , 则 G* 是 (r,m) 平 面 图 ,有 个 面 . 

对 于 连通 平面 图 G, 其 对 侦 图 为 G” ,这 时 G* 的 对 偶 图 G* 为 G 本 号 .对 于 非 连 通 平面 
图 G,G** 可 能 与 G 不 同 构 ,如 图 7-46 所 示 . 


(a)G (b) G* (c) G** 
图 7-46 


站 题 7.5 


1. 证 明 : K; 和 天 :,: 都 是 极 小 非 平 面 图 . 

2. 设 G 是 n(n 宇 3) 阶 极 大 平面 图 , 试 证 明 

(1) G 是 连通 图 . 

(2) G 的 每 个 面部 是 三 角形 . 

. 边 数 mm 二 30 的 简单 平面 图 G, 必 存在 节点 v 使 得 deg(v) 三 4. 

设 G 是 至 少 11 个 节点 的 简单 图 , 则 G 或 G 不 是 平面 图 . 

. 利用 欧 拉 公 式 证 明 : 彼得 条 图 是 非 平面 图 . 

证 明 : 最 小 度 6(G) 三 3 的 简单 连通 平面 图 G 的 边 数 不 可 能 为 7. 

. 厂 (n,m) 平 面 图 的 每 个 面 至 少 由 k(k 宇 3) 条 边 围 成 , 则 mx 三 k(n 一 2)/(k 一 2). 

. 任意 (x,m) 平 面 图 G 的 面 数 7 二 mx 一 n 十 (w(G) 十 1), 其 中 w(G) 是 图 G 的 连通 分 


Co ~ 人 ] G 口 二 Co 


支 数 . 
9. 任何 n( 三 3) 阶 简单 平面 图 G 必 存 在 3 个 度数 小 于 等 于 5 的 节点 . 
10. 分 别 画 出 图 7-47(a) 与 图 7-47(b) 的 对 偶 图 . 


(a) Ci (b) G» 


图 7-47 


11. 给 出 例子 说 明 , 即 使 平面 图 Gi 实 G; ,但 Cr 宇 Gz 不 成 立 . 
12. 设 人 务 单 达 通 平面 图 G 的 节点 数 n= 二 6 且 边 数 x 二 12, 求 G 的 面 数 r 以 及 围 每 个 面 所 
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13. 给 出 平面 图 G 的 对 偶 图 G* 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 . 

14. 设 平面 图 G 有 两 个 连通 分 支 天 : ,KK , 问 G 的 对 偶 图 G 是 欧 拉 图 还 是 哈密 尔 顿 图 ? 
阐述 理由 . 

15. 设 平面 图 G 有 7 个 面 ,有 旦 每 两 个 面 均 有 公共 边 , 求 7 的 最 大 值 . 

16. 设 n(n 三 3) 阶 无 回 图 G 是 极 大 平面 图 ,证 明 : G 的 对 偶 图 G* 是 3- 正则 图 且 G* 的 
边 连通 度 A(G* ) 宇 2. 

17. 设 (n, 加) 图 CC 是 简单 连通 平面 图 ,证 明 

(1) 大 7 三 3, 则 G 的 面 数 rr 三 2n 一 4. 

(2) 在 G 的 最 小 度 6(G)= 二 4, 则 G 中 至 少 存在 6 个 节点 的 度数 小 于 等 于 5. 

18. 设 ( 人 2 加) 图 CC 是 简单 平面 图 ,其 面 数 为 ”>, 且 G 的 最 小 度 6(CC) 三 3. 

(1) 右 7r 过 12, 则 G 必 存 在 一 个 至 多 4 条 边 围 成 的 面 . 

(2) 举例 说 明 , 若 ”= 王 12, 则 (1) 中 结论 不 成 立 . 


7.6 平面 图 的 面 着 色 


1852 年 ,英国 的 一 位 大 学 生 下 . 格 思 里 (F. Guthrie) 在 给 一 张 地 图 涂 色 时 发 现 , 要 使 有 
公共 边 的 两 个 地 方 出现 不 同 颜色 ,4 种 颜色 即 可 . 这 就 是 著名 的 四 色 猜 想 (Four Color 
Conjecture,4CC). 

F. Guthrie 将 这 个 结论 告诉 了 他 的 老师 De Morgan, 一 位 当时 非常 有 名 的 数学 家 . 由 于 
De Morgan 不 知道 该 如 何 准 确 回 答 , 便 写 信 求 教 于 William Rowan Hamilton. 3 天 后 ， 
Hamilton 回信 说 :“ 我 不 可 能 很 快 解决 你 的 问题 ”. 

1879 年 伦敦 数学 会 会 员 A，B. Kemple 给 出 了 四 色 猜 想 的 第 一 个 证 明 ,10 年 后 P. J 
Heawood 指出 了 Kemple 证 明 过 程 中 存在 一 个 不 可 元 服 的 涯 洞 ,并 沿用 Kemple 的 方法 证 
明了 五 色 定 理 , 即 5 种 颜色 足够 . 

在 接 下 来 的 近 100 年 里 ,为 了 攻克 四 色 猿 想 ,促进 了 图 论 以 及 图 的 网 络 理论 的 发 展 , 它 
成 了 效 和 学 园地 里 会 下 金 重 的 向 .在 1976 年 ,美国 的 Kenneth Appel 和 Wolfgang Haken 与 
John Koch 合作 ,在 Kemple 思想 的 基础 上 , 信 助 于 计算 机 用 了 1260 个 小 时 ,用 了 100 多 亿 
次 逻辑 判断 证 明 了 “四 色 猜 想 ”, 证 明 的 关键 技巧 是 继承 了 Kemple 的 “ 色 交 换 技 术 ”, 它 开局 
了 定理 机 融 证 明 的 新 篇 章 , 四 色 猜 想 变 成 四 色 定 理 了 . 1999 年 又 给 出 了 一 些 改进 ,缩短 了 计 
算 机 的 运行 时 间 . 

尽管 四 色 定 理 的 证 明 没 有 得 到 完全 承认 ,但 至 今 为 止 还 没有 发 现 它 的 纯 数 学 证 明 . 四 色 
定理 的 简短 证 明 可 能 有 瑚 一 日 会 被 发 现 ,也 许 出 目 一 位 天 才 的 大 学 生 之 手 . 

本 市 主要 内 容 是 平面 图 的 面 着 色 问 题 ,顺便 介绍 任意 无 问 图 的 节点 着色 以 及 边 着 色 等 
有 关内 容 . 


7.6.1 平面 图 的 面 着 色 定 义 
【定义 7-22】 设 G 是 平面 图 , 右 对 G 的 每 个 面 涂 上 一 种 颜色 且 相 邻 的 面 出 现 不 同 的 颜 
色 , 则 称 对 该 平面 图 的 面 着 色 (face coloring) ,所 需 颜 色 的 最 少 种 数 称 为 面 着 色 数 (region 


chromatic number ) . 


* LDO 。 


图 7-48(Ca) 图 7-48(b) 和 图 7-48(c) 中 各 平面 图 的 面 着 色 数 分 别 为 3，3 ，2. 


G 


(a) (b) (C) 


图 7-48 
思考 ”你 能 给 出 一 种 平面 图 的 面 着 色 的 算法 及 实现 方案 吗 ? 
7.6.2 图 的 节点 着 色 


1. 任意 图 的 节点 着 色 

【定义 7-23】 设 G 是 任意 无 问 图 ,在 对 G 的 每 个 节点 涂 上 一 种 颜色 且 相 邻 的 节点 出 现 
不 同 的 颜色 , 则 称 对 该 图 的 节点 着 色 (vertex coloring)， 人 简称 着 色 (coloring) ,所 需 颜 色 的 最 
少 种 数 称 为 节点 看 色 数 ,和 何 称 着 色 数 (chromatic number), 记 为 X(G). 

图 7-48(a) .图 7-48(b) 和 图 7-48(c) 中 各 图 的 节点 着 色 数 分 别 为 3，2，3. 

显然 ,X(K,)= 二 nn. 

容易 证 明 

【定理 7-13】〗 设 G 是 不 含 目 环 的 图 , 则 CC) 入 ACC) 十 1. 

证 〈 留 作 练 习 ). 

可 以 利用 韦 尔 奇 * 鲍威尔 (Welch Powell) 算 法 对 图 G 的 节点 着 色 , 进 而 求 出 X(G) 的 
上 春 . 

Welch Powell 算法 : 

(1) 将 图 G 的 市 点 按 度 数 从 大 到 小 的 顺序 排列 . 

(2) 用 第 一 种 颜色 对 第 一 个 广 点 看 色 , 并 且 按 照 其 余 示 痢 色 节点 顺序 ,对 不 邻接 的 每 一 
个 方 点 大 上 同样 的 颜色 . 

(3) 用 第 二 种 颜色 对 尚未 着 色 的 点 重复 (2) ,继续 下 去 ,直到 所 有 的 点 都 着 色 为 止 . 


【 例 7-19】 利用 Welch Powell 算法 对 如 图 7-49 所 示 中 
Us 9 Us UT 9 UT U2 ,U4 9 Ue ， Ug 


的 图 (7 春色 . UI 
解 (1) 将 图 G 的 节点 按 度数 从 大 到 小 的 顺序 排列 为 WAN 
Ua lA 
(2) 用 第 一 种 颜色 对 着 色 , 并 且 按照 顺序 ,对 与 w 不 令 NA 
接 的 节点 w 着 上 同样 的 颜色 . Ze 


(3) 用 第 二 种 颜色 对 w 着 色 , 并 且 按 照 vi ,vs ,vi ,ve ,vi 
顺序 ,对 与 vs 不 邻接 的 节点 w 和 vs 着 上 第 二 种 颜色 . 
(4) 用 第 三 种 颜色 对 着 色 ,并 且 按 照 w ,us 顺序 ,对 与 ww 不 邻接 的 节点 v。 和 we 着 上 
第 三 种 颜色 . 
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由 此 可 知 ,X(G) 委 3. 显然 ,X(CG) 王 3. 

2. 平面 图 的 节点 着 色 

平面 图 的 节点 着 色 与 一 般 无 向 图 的 节点 着 色 是 相同 的 . 

值得 注意 的 是 ,平面 图 的 面 着 色 , 可 以 转换 为 其 对 偶 图 (也 是 平面 图 ) 的 节点 着 色 . 于 是 ， 
五 色 定 理 如 下 . 


【定理 7-14】 设 G 是 简单 平面 图 , 则 X(G) 三 5. 

证 ”对 图 G 的 节点 数 n 归纳 . 当 n 三 5 时 结论 显然 . 假设 对 于 ”一 1 阶 简单 平面 图 结论 
成 立 . 
由 7.5 节 定 理 7-11 知 ,G 中 存在 一 个 节点 wv 使 得 deg(v) 三 5. 考虑 G 一 {v). 由 归纳 假设 
有 XX(G 一 {v}) 二 5. 

在 deg(v) 二 5, 则 与 v 邻接 的 节 点 个 数 三 4, 可 对 wv 大 色 . 

若 deg(v) 二 5, 令 与 v 邻接 的 节点 分 别 为 vi ,vs ,vs ,v4 ,vs ,它们 分 别 着 色 ci ,cs ycsyci， 
cs. 设 Wi 为 G 一 {v} 中 着 色 为 ci ,cs 的 节点 组 成 的 集 ,W, 为 G 一 {v}) 中 看 色 为 cycs 的 节点 
组 成 的 集 . 

(1) 在 ,vs 分别 在 Wi 所 导出 子 图 的 不 同 连通 分 文中 ,将 v 所 在 连通 分 文中 的 颜色 
clycs 对 调 , 不 影响 G 一 tu) 的 春色 ,再 对 习 看 色 ci ,得 图 G 的 看 色 . 

(2) 契 mw,ns 在 Wi 所 导出 子 图 的 同一 个 连通 分 文中 , 则 从 vi 到 w 存在 一 条 路 L,L 上 
的 各 点 都 着 ci ,cs 色 的 .路 工 与 边 zul 和 wwvs 构成 回路 C, 它 包围 了 vw 或 wv, 但 不 能 同时 包 
含 ,于 是 w 和 vw 分 别 属于 节点 集 W。 所 导出 子 图 的 两 个 连通 分 文中 . 因此 ,在 包含 w 的 连 
通 分 文中 ,将 颜色 cs ,cs 对 调 ,不 影响 G 一 (zz 的 着 色 ,再 对 着色 c， ,得 图 G 的 着 色 . 


7.6.3 任意 图 的 边 着 色 


【定义 7-24】 设 C 是 任意 无 问 图 , 右 对 CG 的 每 条 边 涂 上 一 种 颜色 且 相 邻 的 边 出 现 不 同 
的 颜色 , 则 称 对 该 图 的 边 着 色 (edge coloring)， 所 需 颜 色 的 最 少 种 数 称 为 边 着 色 数 (edge- 
chromatic number ) . 

图 中 的 两 条 边 相 邻 是 指 它 们 有 公共 的 节点 . 容易 得 出 图 7-48(a) 一 图 7-48(c) 中 各 图 的 
边 着 色 数 分 别 为 6， 4，6. 

我 们 对 图 的 边 看 色 问 题 不 做 更 深 入 讨论 ,最 后 对 与 拉 姆 塞 (Ramsey) 理 论 密 切 相 关 的 图 
的 边 “* 涂 色 2? 的 问题 进行 简单 说 明 . 

拉 姆 塞 问题 (Ramsey problem) 任 给 一 群 人 ,其 中 有 pp 个 人 彼此 认识 或 有 g 个 人 彼此 不 
认识 ,这 种 人 群 至 少 多少 人 ? 

拉 姆 塞 问题 中 的 答案 记 为 下 ( 户 ,0). 

【 例 7-20】 证 明 : 任意 6 个 人 中 ,有 3 个 人 彼此 认识 或 有 3 个 人 彼此 不 认识 . 

证 用 6 个 节点 分 别 表示 这 6 个 人 ,可 得 六 阶 完全 无 回 图 Ks. 夺 两 个 人 认识 , 则 在 相应 的 
两 个 节点 所 在 的 边 上 涂 上 红色 , 硅 两 个 人 不 认识 , 则 在 相应 的 两 个 节点 所 在 的 边 上 涂 上 蓝 色 . 

对 于 任意 的 K。 的 节点 v, 因 为 deg(v) 二 5, 与 v 关联 的 边 有 5 条 , 当 用 红 、 蓝 英 色 去 涂 


9 
时 ,至 少 根据 推广 的 钵 笼 原理 知 ,至 少 六 |= 3 条 边 涂 的 是 同一 种 颜色 ,不 妨 设 vw ,vw ,vw 
。 Zl/ 。 


是 红色 . 右 3 条 边 viv ,vsv3，vivs 是 红色 , 则 存在 红色 天 : ,这 意味 着 有 3 个 人 相互 认识 ; 厂 
zyvvayvlvs 都 是 蓝 色 , 则 存在 蓝 色 K; ,这 意味 着 有 3 个 人 相互 不 认识 .结论 成 立 . 
注意 在 5 个 人 的 人 群 中 ,上 述 结论 不 成 立 . 只 需要 对 Ks 最 外 面 的 5 条 边 涂 成 红色 ， 
里 面 的 5 条 边 涂 成 蓝 色 即 可 .于 是 ,R(3,3) 二 6( F. P. Ramsey,， 1930). 
已 经 知道 的 一 些 结果 如 下 : 
RK(34) = 9 ER(3,.5) dd =@ 18(1955) 
RR(3,6) = 18(1964, 1966),. R(3,7) = 23(1968) 
R(3,8) = 28(1992). R(3,9) = 36(1982). R(4,5) = 25(1993) 
就 1993 年 利用 计算 机 得 到 的 结果 R(4,5) 二 25 来 说 ,其 计算 量 相当 于 一 台 标 准 计算 机 
11 年 的 计算 量 . 由 此 可 见 , 由 拉 姆 塞 在 1928 年 提出 的 求 R(p,q) 的 难题 ,是 对 数学 科学 和 计 
算 机 科学 的 又 一 次 极 大 挑战 . 目前 ,可 以 先 考虑 计算 R(5,5). 参见 http://mathworld. 
wolfram. com/ RamseyNumber. html. 同时 ,可 以 采用 上 、 下 界 通 近 技 巧 求 出 Ramsey 数 . 


站 题 7.6 


1. 设 G 是 不 含 桥 的 连通 平面 图 , 若 G 的 面色 数 为 2, 则 G 是 欧 拉 图 . 

2. 证 明 . X(K,)==nn. 

3. 分 别 求 出 如 图 7-50 所 示 中 各 图 的 节点 着 
色 数 和 边 着 色 数 . 

4. 设 G 是 不 含 钙 环 的 图 , 则 X(G) 夺 A(G) 十 1. 

5. 设 图 G 的 厄 点 看 色 数 X(G) 二 &, 则 G 至 少 
有 k(k 一 1)/2 条 边 . 

6. 设 图 G 二 (V,E) 的 节点 者 色 数 X(G)==， 
且 对 于 任意 vEV, 有 X(G 一 v) 二 X(G), 则 G 的 最 小 度 6(G) 宇 & 一 1. 

7. 设 G 是 简单 图 , 若 G 的 节点 表示 期 末 考 试 的 科目 , 边 表示 关联 的 两 节点 所 对 应 的 科 


目 不 能 在 同一 时 间 考 试 , 问 图 G 的 节点 看 色 的 实际 意义 是 什么 ?X(G) 的 实际 意义 是 什么 ? 

8. 用 CC; 表示 有 7 一 1 个 节点 的 2 一 1 边 形 (2 之 4). 在 C_ 内 有 放置 一 个 节点 并 与 C，， 
中 所 有 节点 邻接 ,这 样 得 到 的 图 称 为 2 阶 轮 图 , 记 为 琴 ,. 证明 : W, (n 宇 4) 的 边 着 色 数 为 
3 


9. 证 明 : 任意 9 个 人 中 ,有 3 个 人 相互 认识 或 4 个 人 相互 不 认识 . 


7.7 二 部 图 匹配 


(a) (b) 
图 7-50 


在 诸如 人 员 分 配 、 资 源 分 配 等 问题 的 讨论 中 ,经 第 涉及 二 部 图 及 其 匹配 . 
本 节 仅 对 简单 无 回 图 进行 讨论 . 


7.7.1 二 部 图 


【定义 7-25】〗 设 G==(V,E) 是 人 简单 无 同 图 , 硅 V 可 划分 为 两 部 分 Vi 和 V: ,使 得 对 于 任 
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意 eEE, 都 存在 EVi,vEVs, 使 得 e 二 uv 二 人 4,v), 则 称 G 为 二 部 图 (bipartite graph) ,Vw， 
和 Vs 称 为 互补 节点 集 . 
二 部 图 又 称 为 二 分 图 或 偶 图 . 例如 图 7-51 所 示 都 是 二 部 图 ,它们 是 二 部 图 的 一 般 画 法 . 


VU Vv VU WV vs 


Us V7 Us 
(a) Cr (b) K; 4 


图 7-51 


注意 ”二 部 图 的 互补 节点 集 的 划分 不 是 唯一 的 .例如 在 图 7-51(a) 中 ,可 取 TV = 
(yz yy 0 且 V 一 (yyvs) ,也 可 取 Vi 二 {v9v3 v49vs V6} 且 Vs 二 {vs ,vi ve}. 

设 G 为 二 部 图 ,Vi 和 Vs 称 为 互补 节点 集 . 夺 Vi 中 的 所 有 节点 与 Vs 的 所 有 节点 都 邻 
接 , 则 称 G 为 完全 二 部 图 (complete bipartite graph) , 记 为 开 。 ,其 中 | 三 ,| | 一 7 

完全 二 部 图 Ki,, 称 为 星 状 图 (star graph). 

下 面 的 定理 给 出 了 简单 无 回 图 是 二 部 图 的 充 要 条 件 . 

【定理 7-15】 设 G 二 (V,E) 为 阶 数 三 2 的 简单 连通 无 问 图 , 则 G 是 二 部 图 的 充 要 条 件 
是 G 中 任意 回路 的 长 度 为 偶数 . 

证 (之 ) 显 然 . 

取 vEV, 令 

W 一 (人 |xzEY 且 dv) 是 偶数 )，V 一 V 一 Wi 关 委 

耕 存 在 边 eEE, 其 关联 的 两 个 节点 在 同一 个 Vi(i 二 1,2) 中 , 则 G 中 存在 长 度 为 奇数 的 回 
路 ,与 已 知 了 矛盾. 于 是 ,G 的 任意 边 的 两 个 问 点 ,一 个 在 Vi 中 ,一 个 在 V 中 . 故 G 是 二 部 图 . 

由 于 在 任意 阶 数 三 2 无 器 树 中 不 存在 圈 , 其 中 任意 回路 的 长 度 为 偶数 ,因此 任意 无 问 树 
是 二 部 图 . 


7.7.2 匹配 


工作 安排 .资源 分 配 、 各 种 配对 竞赛 以 及 人 员 择 偶 等 问题 ,实际 上 是 匹配 问题 . 

【定义 7-26】 设 G==(V,E) 是 简单 无 向 图 . 铬 名 了 MCE 且 M 中 任何 两 条 边 都 不 相 
邻 , 则 称 M 为 G 的 一 个 匹配 (matching) 或 边 独 立 集 (independent set of edges) ,M 中 每 条 边 
的 两 个 市 点 在 M 中 相配 . 边 数 最 多 的 匹配 称 为 最 大 匹配 (maximum matching), 其 中 的 边 数 
称 为 匹配 数 . 所 有 节点 都 与 M 中 的 某 边关 联 的 匹配 称 为 完美 匹配 a 


(perfect matching). 

在 图 7-52 所 示 的 Petersen 图 G 中 ,{ab,fh,id} 和 {ab,fiscd,， < b 
hh 是 G 的 一 个 匹配 ,{af,bg,ch,di,ej}) 是 G 的 最 大 匹配 ,匹配 数 Wa 
为 5,{af,bgsch,di,ej) 也 是 G 的 完美 匹配 . ] 从 


对 于 简单 无 向 图 G 二 (V,E), 令 名 关 WCV, 若 W 中 任意 两 个 d 2 
节点 均 不 相 邻 , 则 称 W 为 G 的 点 独立 集 (independent set of nodes). 图 7-52 


右 GLWj 是 完全 图 , 则 称 W 为 G 的 团 (clique). 

在 二 部 图 G 二 (V,E) 中 ,Vi 和 Vs 为 互补 节点 集 . 若 M 为 G 的 一 个 最 大 匹配 且 |M|= 
min{ V1 ,|V|), 则 称 M 为 G 的 一 个 完备 匹配 (complete matching). 当 |Vi| 三 IV,|, 也 称 
M 为 G 的 一 个 从 Vi 到 W 的 完备 匹配 . 

1935 年 Hall 给 出 了 判定 二 部 图 是 否 存 在 完备 匹配 的 充 要 条 件 一 一 “ 相 异 性 条 件 ”. 

【定理 7-16】 (Hall, 1935) 设 G= 二 (V,E) 是 二 部 图 ,V1 和 Vs 是 其 互补 节点 集 .G 中 存 
在 从 Vi 到 V, 的 完备 匹配 的 充 要 条 件 是 Vi 中 的 任意 RCR 三 1,2,… ,|V |) 个 节点 至 少 与 
Vs 中 的 & 个 节点 邻接 . 

何 牙 利 (Hungarian) 算 法 (J. Edmonds，1965) 可 用 于 求 从 Vi 到 V, 的 完备 匹配 ,参见 
有 关 文 献 [L4]. 

根据 Hall 定理 可 得 下 面 的 定理 . 

【定理 7-17】 设 G==(V,E) 是 二 部 图 ,Vi 和 VV 称 为 互补 节点 集 . 若 存在 tt 三 1, 则 使 得 
如 下 “zt 条件” 成立: 

(1) Vi 中 的 每 个 节点 至 少 关 联 t 条 边 . 

(2) V, 中 的 每 个 节点 至 多 关联 上 条 边 , 则 G 中 存在 从 Vi 到 V: 的 完备 匹配 . 

证 由 (1),V: 中 的 任意 k(k==1,2,… ,|Vi|) 个 节点 至 少 与 kt 条 边关 联 . 再 由 (2) ,这 些 
边 至 少 与 w 中 的 个 市 点 邻接 . 由 Hall 定理 即 证 . 

下 述 定 理 给 出 了 任意 简单 无 回 图 存在 完美 匹配 的 充 要 条 件 . 

【定理 7-18】 (Tutte) 图 G 二 (V,E) 有 人 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 WCV 均 有 
O(G 一 W) 三 |W|, 其 中 O(G 一 W) 表 示 仿 奇数 个 节点 的 连通 分 支 数 . 


站 题 7.7 


1. 判断 如 图 7-53 所 示 是 否 为 二 部 图 . 硅 是 二 部 图 , 求 出 其 互补 慷 点 集 . 


(a) (b) 


图 7-53 


2. 捕获 6 名 间谍 a,b,c,d,e,f, 其 中 a 会 汉语 、 法 语 和 日 语 ;b 会 德语 日 语 和 俄语 ;c 会 
英语 和 法 语 ;d 会 汉语 和 西班牙 语 ;e 会 器 语 和 德语 ;了 会 俄语 和 西班牙 语 . 如 将 这 6 人 用 两 
个 房间 监 葵 ,是 否 可 以 使 得 在 同一 房间 里 的 任意 两 人 不 能 相互 直接 交谈 ? 

3. 有 6 位 老师 : 张 \ 王 、 李 、 赵 、 孙 、 周 ,要 安排 他 们 去 教 6 门 诛 : 数学 化学、 物理、 语文 、 
英语 和 计算 机 . 张 老 师 可 教 数 学 .计算 机 和 英语 ; 王 老 师 可 教 类 语 和 语文 ; 李 老 师 可 教 数学 和 
物理 ; 赵 老 师 只 能 教化 学 ; 孙 老 师 可 教 物理 和 计算 机 ; 周 老 师 可 教 数学 和 物理 . 问 怎样 安排 诛 
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程 才 能 使 得 每 门 课 都 有 人 教 , 每 个 人 都 只 教 一 门 课 ? 

4. 举例 说 明 ,满足 " 相 异 性 条 件 ” 的 二 部 图 ,不 一 定 存在 一 个 上 1 使 其 满足 “t 条件 ” 

5. 某 年 级 共 开 设 了 7 门 课 ,有 7 位 教师 承担 .已 知 每 位 教师 都 可 以 担任 其 中 的 3 门 课 . 
他 们 将 自己 能 担任 的 课 上 报 教务 处 后 ,教务 员 发 现 每 门 课 都 恰 有 3 位 教师 能 承担 . 问 教务 员 
能 否 安排 这 7 位 教师 每 人 担任 1 门 课 , 且 每 门 课 都 有 人 承担 . (提示 : 利用 上 条 件 ) 


6. 证 明 : 阶 数 大 于 等 于 2 的 简单 无 问 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 X(CGC) 迄 2. 

7. 证 明 : 无 癌 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 

8. 利用 Tutte 定理 证 明 : 奉 n 阶 图 G 是 & 一 1 边 连 通 的 & 正 则 图 ,是 nn 是 偶数 , 则 G 存 
在 完美 匹配 . 


本 章 小 结 


1. 欧 拉 图 

设 G 三 (V ,EF) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 路 称 为 欧 拉 轨迹 ,G 中 经 过 所 
有 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 为 欧 拉 回 路 ,存在 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 . 

欧 拉 定 理 设 G 是 连通 无 回 图 , 则 G 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 的 每 节点 度数 为 偶数 . 

中 国 邮 递 员 问题 边 赋 权 的 图 中 在 添加 平行 边 后 求 最 短 欧 拉 回路 的 问题 . 

掌握 与 欧 拉 图 有 关 的 3 个 概念 和 欧 拉 定理 , 理解 其 他 几 个 结论 ， 了 解 中 国 邮递 员 
问题 . 

2. 哈密 尔 顿 图 

设 G= 二 (V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仪 一 次 的 路 径 称 为 哈密 尔 顿 路 笃 ， 
G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仅 一 次 ( 除 起 点 重复 一 次 外 ) 的 圈 称 为 哈密 尔 顿 回路 ,存在 哈密 和 尔 
顿 回路 的 图 称 为 哈密 尔 顿 图 . 

定理 (Ore，1960) 设 G=(V, 已 ) 是 zz 三 3) 阶 简单 无 问 图 ,和 若 对 于 任意 的 不 相 邻 节点 w， 
v 有 

deg(u) 二 deg(v) 之 7， 

则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 

旅行 商 问 题 CTSP) 在 边 赋 权 图 中 , 找 出 一 条 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 . 

掌握 与 哈密 尔 顿 有 关 的 3 个 概念 和 Ore 定理 , 理解 其 他 几 个 结论 ， 了解 旅行 商 问 题 . 

3. 无 向 树 

不 含有 圈 的 连通 无 器 图 称 为 无 问 树 . 

定理 以 下 关于 无 回 (C2, 加 ) 图 G 的 6 个 命题 等 价 . 

(a) G 是 一 棵 无 癌 树 . 

(b) G 不 含有 圈 且 mm 二 nn 一 1. 

(c) G 连通 日 区 二 nn 一 1. 

(d) G 不 含有 圈 但 增加 一 条 新 边 后 得 到 一 个 且 仅 一 个 轿 . 

(e) G 连通 但 删除 任意 一 条 边 后 便 不 连通 . 

(f) G 的 每 一 对 节点 有 且 仅 有 一 条 路 径 . 

设 G=(V 天) 是 无 问 图 ,是 无 回 树 的 生成 子 图 工 称 为 G 的 生成 树 . 无 同 图 G 存在 生成 
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树 的 充 要 条 件 是 C 是 连通 图 . 

设 G 是 边 赋 权 的 连通 无 问 图 ,G 中 权 最 小 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 . 理解 求 最 小 生成 
树 的 死 鲁 斯 卡尔 避 圈 法 . 

熟练 简 握 无 回 树 的 定义 和 性 质 , 理解 生成 树 和 最 小 生成 树 并 能 运用 元 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 
出 最 小 生成 树 . 

4. 有 向 树 

了 解 有 回 树 的 定义 : 有 回 图 G 一 (V ,下 ) ,在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 无 问 树 , 则 该 有 回 
图 称 为 有 回 树 . 

一 棵 有 回 树 , 硅 愉 有 一 个 节点 入 度 为 0, 而 其 余 节 点 入 度 均 为 1, 则 该 有 问 树 称 为 根 树 . 


要 求 向 握 根 树 的 定义 ,了 解 树 根 、 树 叶 、 分 支 厄 点 、 父 节操 、 子 节 护 、 子 根 树 、 局 度 ( 深 度 ) 等 有 


最 大 出 度 为 m 的 根 树 称 为 m 叉 树 . 设 G==(V,E) 是 一 棵 mm 义 树 ,在 G 的 每 一 片 树叶 上 
都 赋予 一 个 非 负 实数 , 则 称 G 为 叶 赋 权 xmx 叉 树 . 理解 求 最 优 二 又 树 赫 夫 曼 算 法 . 

对 同一 个 证 点 的 所 有 儿子 节点 规定 先后 顺序 的 根 树 就 是 有 序 树 . 

对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 市 点 规定 左右 位 置 的 有 序 二 又 树 称 为 定位 二 又 树 . 

理解 m 又 树 .有 序 树 和 定位 二 又 树 概念 ， 了 解 左 右 儿 子 、 赫 夫 曼 编码 、 裔 历 方 式 和 有 序 
森林 到 定位 二 叉 树 的 转换 . 

5. 平面 图 

设 G 是 无 问 图 ,在 可 将 G 男 在 一 个 平面 上 ,同时 使 得 任意 两 条 边 在 非 节 点 处 不 相交 , 则 
称 G 为 平面 图 . 两 个 重要 的 非 平 面 图 : (1)K;s,(2)K;,;. 

设 G 是 平面 图 ,由 G 的 奢 干 条 边 所 围 成 的 连通 区 域 称 为 图 G 的 面 . 

欧 拉 公 式 ” 任 意 (n,m) 连 通 平 面 图 G 的 面 数 r= 二 mm 一 nn 十 2. 

定理 ”任何 简单 平面 图 必 和 存在 一 个 度数 硅 5 的 节点 . 

掌握 平面 图 及 其 面 的 定义 和 欧 拉 公式 , 能 得 出 欧 拉 公式 的 推论 并 证 明 上 述 定 理 , 了 解 
库 拉 托 夫 斯 基 定 理 和 平面 图 的 对 偶 图 . 

6. 平面 图 的 面 着 色 

理解 平面 图 的 面 看 色 ( 数 ) 任意 无 回 图 的 节点 着 色 ( 数 ) 和 边 看 色 ( 数 )， 了 解 五 色 定 理 ， 
能 解决 简单 的 拉 姆 塞 问 题 , 如 R(3, 3) = 6. 

五 色 定 理 设 G 是 简单 平面 图 , 则 X(G) 志 5. 

拉 姆 塞 问题 任 给 一 群 人 ,其 中 有 Zp 个 人 彼此 认识 或 有 9g 个 人 彼此 不 认识 ,这 个 人 和 群 至 
少 有 R(p,g) 人 . 

7. 二 部 图 及 其 匹配 

右 简 单 无 问 图 G 二 (V,E) 的 节点 集 V 可 划分 为 两 部 分 VI 和 V: ,使 得 对 于 任意 eEE， 
都 存在 EVi,vEVs ,使 得 e= 二 uv 二 {u,v} , 则 称 G 为 二 部 图 . 

定理 设 G 为 阶 数 三 2 的 简单 连通 无 问 图 , 则 G 是 二 部 图 的 充 要 条 件 是 G 中 任意 回路 
的 长 度 为 偶数 . 

理解 二 部 图 的 概念 和 有 关 结 论 `. 完 全 二 部 图 K,,,,，J 解 互补 市 点 集 、 匹 配 ( 边 独立 集 )、 
最 大 匹配 .匹配 数 、 完 美 匹配 .点 独立 集团 .完备 匹配 等 有 关 概 念 . 
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第 8 章 组 合计 数 


我 们 知道 ,离散 数学 研究 离散 对 象 . 组合 计数, 何 称 计数 (counting) 就 是 计算 满足 一 定 
条 件 的 离散 对 象 的 安置 方式 的 数目 . 

对 于 给 定 离散 对 象 的 安置 方式 ,要 考虑 其 存在 性 问题 .计数 问题 .构造 方法 .最 优化 问 
题 ,这 些 是 组 合 数学 人 研究 的 全 部 内 容 ( 参 见 文献 [61). 组 合 数学 发 源 于 数学 消 遗 和 数学 洲 
戏 ,其 研究 历史 可 追溯 到 公元 前 2200 年 中 国 的 大 国治 水 时 代 , 从 洛 河 中 浮 出 的 神 怨 育 部 上 
出 现 的 三 阶 约 方 开始 ,该 方 阵 的 每 一 行 、 每 一 列 以 及 两 条 对 角 线 的 3 个 数字 之 和 部 等 于 15， 
其 研究 方兴未艾 . 

计算 机 科 尝 是 研究 算法 的 一 门 科学 ,组合 计数 是 算法 分 析 与 设计 的 基础 , 它 对 于 分 析 算 
法 的 时 间 复 沫 度 和 空间 复杂 度 是 至 关 重 要 的 . 当然 ,组 合计 数 在 诸多 领域 的 很 多 问题 的 讨 
论 中 也 经 第 用 到 . 从 儿 时 的 数 “ 数 ”也 略 知 组 合计 数 的 重要 性 . 

本 章 主 要 讨论 组 合计 数 的 基本 计数 技巧 和 方法 ,包括 计数 原理 .排列 组 合 ` 二 项 式 定 理 、 
生成 困 数 与 递归 关系 等 内 容 , 它 们 都 与 集合 .映射 .运算 和 关系 密切 联系 . 


8.1 计数 原理 .排列 组 合 与 二 项 式 定 理 


8.1.1 计数 原理 


计数 原理 有 加 法 原理 和 乘法 原理 ,它们 是 研究 计数 的 基础 . 

加 法 原理 (addition principle) 吉事 件 A! 有 mi 种 不 同 选取 方 式 , 事 件 A 有 ms 种 不 
同 选取 方式 ，……… ,事件 A; 有 mi 种 不 同 选取 方式 ,在 这 & 个 事件 之 间 没 有 共同 的 选取 方式 
时 , 则 这 个 事件 之 一 发 生 有 7 十 zzz 十 … 十 zx 种 不 同 选取 方式 . 

例如 ,假设 一 个 班 有 mi 个 男生 ,有 ms 个 女生 ,根据 加 法 原理 知 , 该 班 有 mi 十 ms 个 同 
学 . 奢 将 计数 的 元 系 划 分 成 奢 干 个 不 同 的 类 , 先 分 类 计数 ,再 相 加 ,这 种 方法 称 为 分 类 人 处理 ， 
风 图 8-1(a). 

乘法 原理 (multiplication principle) ” 奉 事 件 A! 有 种 不 同 选取 方式 ,事件 A, 有 
ms 种 不 同 选取 方式 ,…*…… ,事件 A 有 ma 种 不 同 选取 方式 , 则 这 个 事件 依次 发 生 有 mms… 
mx 种 不 同 选取 方式 . 

例如 ,假设 从 A 到 B 有 mi 条 线路 ,从 B 到 1 
C 有 mm, 条 线路 ,那么 根据 乘法 原理 知 , 从 


NN 
A 先 到 B 紧 接 着 再 从 B 到 C 就 有 mim 条 线 4 全 ~___-_--- DB8 4 :XX:) C 


路 . 若 计数 时 需要 分 成 独立 的 几 步 才能 完成 , 先 LSI AAA 而 沅 
分 别 计算 每 一 步 的 选取 方式 ,再 相 乘 , 这 种 方法 交 
称 为 分 步 处 理 , 见 图 8-1(b). : 

在 计数 过 程 中 ,分 类 处 理 和 分 步 处 理 可 能 会 二 
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租 套 使 用 . 
8.1.2 排列 


1. n 个 元 素 的 产 排列 

从 nn 个 不 同 的 元 率 中 , 取 r 个 出 来 按 顺 序 排列 ,就 是 n 个 元 素 的 r- 排 列 (permutation)， 
其 排列 个 数 记 为 P' 或 Pn, 7). 

注意 到 n1= 二 n(n 一 1)…3。2。1. 随 着 7 的 增 大 ,n! 呈 指 数 增长 . Stirling 给 出 的 近似 公 
式 为 

n!| 人 V2nn (#). 
随 着 2” 的 增 大 ,二 者 的 相对 误差 趋 于 0: 
nl 


lm 一 一 一 一 0， 


”V2m (=) 
而 绝对 误差 趋 于 无 穷 大 : 
lim [7! — «21% 的 | | 一 十 co. 
nc Ce 
利用 乘法 原理 有 下 述 结论 . 
【定理 8-1】 对 于 任意 7 二 nn, 有 Pi 二 n(n 一 1)…(n 一 r 十 1) 二 7 


(wT 

显然 ,n 个 元 素 的 全 排列 个 数 为 n1. 约定 PI==1. 

2. n 个 元 素 的 产 圆 排列 

实际 上 ,nn 个 元 率 的 xr 排列 是 线 排列 如果 从 个 不 同 的 元 素 中 , 取 r7r 个 出 来 按 顺 序 
排列 成 一 个 圆 , 就 是 nn 个 元 素 的 rr 圆 排 列 (circular permutation) ,这 样 的 排列 个 数 记 为 
OP 或 CP(n, 站 .注意 圆 排列 只 与 相对 位 置 有 关 , 例 如 | 4 
图 8-2(a) 和 图 8-2(b) 中 的 圆 排列 是 相同 的 . 

显然 ,上 面 的 圆 排列 可 以 得 到 1234,2341,3412 和 4 2 3 1 
4123 四 个 线 排 列 . 一 般 地 ,一 个 斑 圆 排列 可 以 得 到 > 个 
六 排列 ,于 是 


Pr = -| (a) (b) 
rr 图 8-2 

3. n 个 元 素 的 r- 可 重 排 列 

前 面 所 讨论 的 排列 中 要 求 没 有 重复 元 素 . 如 果 从 nn 个 不 同 的 元 素 中 ,可 重复 取 r 个 元 
素 按 顺序 排列 ,就 是 nn 个 元 素 的 r- 可 重 排列 (permutation with repetition) ,这 样 的 排列 个 数 
记 为 U' 或 Ul(n, 7). 

可 以 这 样 理解 ~- 可 重 排列 : 先 从 个 元 系 中 任 取 一 个 元 系 出 来 排 在 第 一 位 置 , 有 nn 种 
选取 方式 . 将 其 放 回 后 ,再 任意 取 一 个 元 素 出 来 排 在 第 二 位 置 , 也 及 种 选取 方式 . 这 样 一 
下 进行 下 去 ,下 到 有 7 个 元 素 排 列 为 止 . 因此 ,根据 乘法 原理 有 

t= 


。 224 。 


4. 有 重复 元 素 的 全 排列 
【定理 8-2】 设 Ai , A, ,.… ,A, 是 上 个 不 同 元 素 , 现 有 A 个 A， 元 素 (i1 二 1,2,*… ,k,ni 十 
1] 十 … 十 7 一 1) ,日 ] A= {ni 本 人 A， 9 777 。 A, 9""" 972 ” 人 A， ) , 则 这 n 个 元 素 的 全 排列 个 数 为 


nl 
721 1722 1 722 | 


证 ” 记 这 个 可 重 元 素 的 全 排列 个 数 为 N. 将 n; 个 A; 元素 看 作 不 同 的 元 素 A!l， 
Ai,"… ,A? (i 二 1,2,…,k) ,于 是 得 到 ni 十 nz 十 … 十 m4 二 nn 个 不 同 元 素 , 其 全 排列 个 数 为 n1. 
由 于 ni; 个 不 同 的 元 素 Ai ,Ai ,… ,Aw 的 全 排列 个 数 为 ni;! (i 二 1,2,…,k), 于 是 所 给 nn 个 可 
重 元 素 的 一 个 全 排列 可 以 得 到 1 ns1 …m1 个 个 不 同 元 素 的 全 排列 ,根据 乘法 原理 知 
Nmnlnsl nl 二 nl1, 进 而 


nl 


721 1722 ! “nl! 
8.1.3 组 合 


1. n 个 元 素 的 产 组 合 

从 nn 个 不 同 的 元 对 中 , 取 r 个 出 来 放 成 一 堆 而 不 考虑 其 顺序 ,就 是 nn 个 元 素 的 r- 组 合 
(combination) ,其 组 合 个 数 记 为 C’ 或 [”] Cl(n, r). 

六 
上 面 的 三 个 组 合 个 数 的 记号 都 是 标准 的 ,但 CC; 和 | ”| 容易 混 清 
六 

为 了 方便 ,约定 当 r 之 n 时 ,C’= 二 0; 同 时 约定 C1==1,Ge= 二 1. 由 于 一 个 -组合 可 以 得 到 

rl 个 rr- 排列 ,根据 乘法 原理 有 下 述 结论 . 


【定理 8-3】 Cr 一 中 一 2 一 1 一 "1 一 nl 


”rr| -| Ci 

2. n 个 元 素 的 r 可 重组 合 

如 有 果 从 个 不 同 的 元 素 中 ,可 重复 地 取 r 个 元 素 而 不 考虑 其 顺序 ,就 是 nn 个 元 素 的 -可 
重组 合 (combination with repetition) ,这 样 的 组 合 个 数 记 为 天 或 下 (2，7). 

【定理 8-4】 天: 王 C 一: 

证 (Euler 证 法 ) ”不妨 设 nn 个 不 同 元 素 分 别 为 1,2,…,n. 可 重复 选取 的 7 个 元 素 为 ci， 
cc 可 设 c 委 c 委 … 委 cr 记 di 一 cd 一 cz 十 1,…,d 一 c: 十 (一 1), 于 是 得 到 另外 一 
个 组 合 di ,ds ，…,d .显然 f:ci 一 di;,i 二 1,2,…,r 是 {ci ,cs，…,c;}) 构 成 集合 到 {di ,ds ，…， 
d;} 构 成 集合 的 一 一 对 应 ,于 是 组 合 oi,co，,…,c; 的 个 数 与 组 合 4d1,d;,…,d; 的 个 数 相 同 . 而 
组 合 di ,d;,…,d; 是 在 1,2,… ,2 ,2 十 1,… ,2 十 (rr 一 1) 这 2 十 > 一 1 个 不 同 的 元 素 的 7+- 组 合 ， 
其 个 数 为 C++ 一 1 

说 明 一 一 对 应 是 组 合计 数 常 用 的 解 题 技巧 之 一 . 

容易 证 明 ,n 个 元 素 的 可 重组 合 个 数 与 不 定 方 程式 十 zz 十 … 十 zs 二 7 的 非 负 整数 解 
的 个 数 相 同 . 利用 这 一 点 ,可 以 证 明 : 夺 nn 个 元 素 的 让 可 重组 合 中 每 个 元 素 至 少 出 现 一 次 ， 
则 之 ?2 且 这 样 的 组 合 个 数 为 C71i. 

【 例 8-1】 从 为 数 众 多 的 一 元 币 、 五 元 币 、 十 元 币 、 五 十 元 币 和 一 百 元 币 中 选取 6 张 出 
来 ,有 多 少 种 选取 方式 ? 

”a 


解 ”根据 题 意 ,就 是 从 5 个 不 同 的 元 系 中 ,可 重复 地 取 6 个 元 系 而 不 考虑 其 顺序 的 6- 可 
重组 合 ,其 组 合 个 数 为 


6 
Fs 一 一 人 
Cite- 一 Cl 6! 6X5X4Xx3X2X1 


与 组 合 C; 有 关 的 恒等式 有 近 1000 个 ,下 面 是 常用 的 三 个 组 合 恒 等 式 , 可 采用 组 合 的 计 
算 公 式 定理 8-3 加 以 证 明 , 也 可 以 根据 组 合 的 意义 进行 “组 合 证 明 ” 

(1) 对 称 公 式 C= 二 Cx". 

(2) 加 法 公式 C= 二 Cr_i 十 C1. 


(3) 移 进 移出 公式 G0 


8.1.4 ”二 项 式 定理 


与 组 合 密切 相关 的 是 下 述 二 项 式 定 理 . 
【定理 8-5】( 二 项 式 定理 ) ” 设 n 为 正 整 数 , 则 对 于 任意 x 和 y, 有 


(Zz 十 y)” = 二 0 ‘i 
-GC 
证 因为 (x 十 y)"= 二 (x 十 y) (x 十 y)…(Xx 十 y) ,对 于 任意 (0 委 r 委 02) ,项 zy 就 是 在 
r 个 (zx 十 y) 中 都 取 ;而 在 nn 一 rr 个 (x 十 y) 中 都 取 y, 作 乘积 得 到 的 . 于 是 zy "的 系数 就 
是 上 述 选 法 的 个 数 , 即 ”个 元 素 的 天 组 合 数 C7. 
正 因 为 这 样 ,组 合 数 C; 又 称 为 二 项 式 系 数 . 根据 二 项 式 定理 ,有 


(1 二 +zx)*= >.Cir' =1+Cir+t+Cr’ + +Crr’", 
7 一 0 


2" 一 (1 十 D)" 一 2CI 一 CI 十 CI 十 … 十 C1. 


7r 一 0 


思考 ”将 所 有 ?7 个 元 系 的 六 排列 和 关 组 合 列举 出 来 的 方法 . 


站 题 8.1 


.将 A,B,C,D 这 4 个 人 分 成 两 个 组 ,有 多 少 种 不 同 的 分 组 方法 ? 
. 求 万 位 数字 不 是 9 和 8 且 各 位 数字 互 异 的 五 位 数 的 个 数 . 
.由 个 不 同 元 素 Ai,A;,,…,A, 作成 的 A,A, 不 相 邻 的 全 排列 个 数 有 多 少 ? 
. 5 男 5 女 圆 果 交 蔡 就 座 的 方式 有 多 少 种 ? 
. 在 平面 上 15 个 点 , 且 任 意 3 个 点 都 不 在 同一 条 和 下 线 上 ,通过 这 些 点 可 以 确定 多 少 条 
不 同和 直线 ? 可 以 得 到 多 少 个 位 置 不 同 的 三 角形 ? 
6. 证 明 : C "一 C” ;十 C 一 1. 


OO 此 人 二 


7. 使 用 组 合 数 C= Tr 证 明定 理 8-2. 


-i HN 
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8.2 生成 池 数 


前 面 从 计数 的 加 法 原理 和 乘法 原理 出 发 ,介绍 了 排列 组 合 的 概念 以 及 一 些 计算 其 个 数 
的 公式 . 

生成 函数 (generating function) 又 称 为 母 图 数 , 它 是 解决 满足 一 定 要 求 的 排列 组 合计 数 
问题 的 一 种 重要 工具 ,也 是 求解 递归 关系 的 一 种 工具 . 

利用 生成 函数 解决 计数 问题 的 基本 思想 就 是 将 要 计算 的 个 数 ww.=.Fr) 转化 为 一 个 关 


于 xz 的 函数 ,通过 对 x" 或 5 的 系数 的 讨论 得 出 结论 (r=0, 1,2,…). 


8.2.1 合计 数 生成 函数 
【定义 8-1】 对 于 数列 co,ai,…',a,…, 其 组 合计 数 生成 函数 (ordinary generating 


function ) 为 


CO 


G(X) 一 ao 十 ai 十 … 十 QZ 十 一 > arr 


在 高 等 数学 中 ,无 穷 多 个 函数 相 加 称 为 函数 项 级 数 . 由 于 > ,azz 中 的 每 个 函数 都 是 客 
函数 ,所 以 > jar" 称 为 寡 级 数 . 
de rr 三 0 
设 n 个 元 素 的 组 合 个 数 为 a, ,r= 二 0， is J a 显然 ,有 CA es ~<7 ,其 组 合计 数 
0， rn 


生成 函数 为 
1 十 Cr 二 Cr 十 十 Ca 


一 -人 一 、 
一 (人 1 十 Z) 一 (1 十 Z)(1 十 过 (人 ] 十 工 ). 


于 是 ,a, 就 是 其 组 合计 数 生 成 孙 数 > ,arzr 中 过” 的 系数 且 


me 人 
>》azr 一 (1 十 z)(1 十 z)…(1 十 z) 一 (1 十 z)"。 


n 


实际 上 ,十 Xx) 十 xX)…(1 十 xz) 中 第 i 个 (十 zx) 可 理解 为 n 个 元 素 中 的 第 i 个 元 素 , 其 中 
的 “1” 表 示 在 组 合 中 不 取 第 i 个 元 素 ,“x” 表 示 在 组 合 中 选取 了 第 i 元 素 (i 二 1, 2,…, nn). 
设 nn 个 元 素 的 r- 可 重组 合 个 数 为 a,,r 二 0, 1,，2,…. 显然 ,有 a, 二 Ci+1-1; 特 别 地 a 二 
1. 现 考虑 (十 x 十 区 十 …)(1 十 Xx 十 区 十 …)…(1 十 x 十 x 十 …), 其 展开 式 中 x" 来源 于 第 一 
个 插 号 (1 十 z 十 友 十 …) 中 的 xzm ,第 二 个 括号 (1 十 z 十 妇 十 …) 中 的 za， 第 对 个 插 号 (1 十 
zx 十 十 …) 中 的 x 的 乘积 , 即 zzm zz xzm 一 大 ,这 时 7 十 7 十 … 十 7 一 r, 7 地 0， i 二 1， 
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2，…，, 7. 该 不 定 方程 的 非 负 整数 解 的 个 数 即 为 a, 二 C+,-1. 换 句 话说 ,有 


n 


Ee 一 
>3 ax 二 (十 XxX 十 式 十 (1 十 XxX 十 区 十 )= 二 (十 XxX 十 十” 
因此 ,上 式 右 边 展 开 式 中 x” 的 系数 就 是 a,. 


实际 上 , (1 十 z 十 好 十 …)(1 十 z 十 巡 十 …) (1 十 z 十 好 十 …) 中 的 第 ;个 (1 十 z 十 巡 十 …) 
可 理解 为 ”个 元 素 中 的 第 ; 个 元 素 , 其 中 的 “1” 表 示 在 组 合 中 不 取 第 i 个 元 素 ,“x” 表 示 在 组 
合 中 第 i 个 元 素 取 一 次 ,“x* ”表示 在 组 合 中 第 i 个 元 系 取 了 2 次 ,“x* ”表示 在 组 合 中 第 i 个 
元 素 取 了 3 次 ,…,(i==1, 2,…,n). 

上 述 思 想 还 可 以 推广 ,例如 在 组 合计 数 生成 函数 中 出 现 乘积 项 (x 十 zx), 则 表示 对 应 的 
元 素 可 取 2 次 或 4 次 . 

同时 ,从 上 面 的 讨论 还 可 以 知道 ,所 有 的 生成 因数 是 一 个 "形式 震级 数 ” ,我们 并 不 十 分 
关心 该 曙 级 数 的 收敛 域 . 

对 于 生成 消 数 ,可 以 像 高 等 数学 中 轴 数 项 级 数 一 样 进行 加 、 减 、 乘 、 除 、 微 分 和 积分 等 运 
算 ,参见 高 等 数学 相关 教材 . 人 研究 表明 ,高 等 数学 中 给 出 的 常见 涵 数 的 蜘 级 数 展 开 所 得 到 的 
有 关 结 论 ,在 形式 蜂 级 数 中 仍然 成 立 . 例如 下 面 是 3 个 常用 的 形式 窜 级 数 如 下 (需要 记 住 ): 


MN 
] 一 并 


(2) (+x)"=1 二 mz 二 村 加 二 (m 为 
实数 ). 

(3) EE ee 
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下 面 通 过 例子 说 明 如 何 利 用 组 合计 数 生 成 函数 解决 一 般 的 组 合计 数 问 题 . 

【 例 8-2】 一 口袋 中 有 5 个 红 球 ,3 个 黄 球 , 绿 、 日 、 黑 球 可 任意 多 提供 . 现 从 中 取 3 个 
球 , 有 多 少 种 选取 方式 ? 

解 ” 设 取 r 个 球 的 方法 有 a, 种 (r= 二 0,1,2,…), 则 组 合计 数 生 成 函数 

G(xX) 一 ao 十 az 十 az 十 asZzs 十 …… 
= 中 er A 


各 
二 (1 十 2T 十 3X 十 47 十 47* 十 4x 十 3x" 十 2x" + 这 


其 展开 式 中 x 的 系数 就 是 要 计算 的 选取 方式 as， 由 于 四 一 寺 G9 (0) ,经 计算 知 Ge (0) 一 210， 


所 以 as 三 35. 
在 上 例 中 ,因为 要 计算 的 是 取 3 个 球 的 方式 数 , 可 取 G(z) 二 (1 十 x 十 x) 或 G(X) 二 
(十 十 Tz 十 …) ”二 (1 一 xXx) . 
【 例 8-3】〗】 现 有 2n 个 A,2n 个 B,2n 个 C, 求 从 它们 中 选 出 32 个 字母 的 方式 数 . 
解 ” 设 取 r 个 字母 的 方法 有 a, 种 (r= 二 0,1,2,…), 则 组 合计 数 生 成 函数 
G(X) 二 ao 十 qiX 十 azXx 十 asX’ 十 …… 
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(1 十 过 十 三 十 … 十 2) 一 攻 
(] 一 2 人 1)3(1 十 (一 工 ) 7) 一 


(1 一 3z2 十 3z 一 zs) 1 二 » (— 3A) P05 a 


4=。 &! 
(1 一 3 ranH 十 3 vtnH 一 21 0 ee 和 | 
k=0 


= (1 — 3z”t! 二 3z"t? 一 6"+3 ) >) EC 
于 是 ,上 式 中 x 的 系数 为 C3,+s 一 3C 二 
8.2.2 排列 计数 生成 函数 
【定义 8-2】 对 于 数列 ao ci,…,a，… ,其 排列 计数 生成 函数 (exponential generating 


function ) 为 


2 r 二 
E(x) 一 0 十 由 天 十 如 sit" tar T+" = > ,ai 


这 时 ,排列 个 数 a， 是 z 的 系数 


可 以 证 明 下 述 定理 . 
【定理 8-6】 设 Al , A, ,*… , A, 是 k 个 不 同 元 素 , 现 有 Mi; " A, 元 素 (i = 二 1,2,… ,k,n te 
12 十 十 4 二 7n) , 则 在 这 个 元 素 中 任 取 vr 个 元 素 的 排列 个 数 为 w ,其 排列 计数 生成 函数 为 


2 到 
ao 十 ai 并 十 as WE 


2 ?1 2 n> 2 Wf 
Es (+z 十 苛 十 … 十 开 (+z+ 条 十 … 十 区 小 (+z+ 条 +… 十 瑟 直 
21 nm 1 2 ! 2! 


n, | nl! 


实际 上 ,上 式 右边 的 第 i 个 括号 [1 十 x 十 半 十 … 十 下 | 表示 第 ;个 元 素 , 其 中 的 1 表 
示 不 取 第 i 个 元 素 ,x 表示 第 i 个 元 素 取 了 一 次 用 来 排列 ,3 表示 第 i 个 元 素 取 了 两 次 用 来 


排列 ,… ,表示 第 i 个 元 素 取 了 n, 次 用 来 排列 ,当然 第 i 个 元 素 最 多 取 ; 次 (i 一 1， 


29° ,bk)., 
类 似 地 , 右 一 个 元 系 在 排列 中 至 少 取 2 次 ,至 多 取 5 次 , 则 在 排列 计数 生成 函数 中 应 出 


现 乘积 项 | 奇 十 于 十 帮 十 于 ]， 利 用 该 思想 可 以 解决 很 多 的 排列 计数 问题 


【 例 8-4】 用 0,1,2,3,4 五 个 数字 , 求 可 组 成 六 位 数 的 个 数 , 其 中 0 恰 出 现 1 次 ,1 出 现 
2 次 或 3 次 ,2 不 出 现 或 出 现 1 次 ,3 没有 限制 ,4 出 现 奇 数 次 . 

解 ” 先 计算 不 出 现 0 的 满足 其 余 条 件 的 五 位 数 个 数 . 

设 不 出 现 0 的 满足 其 余 条 件 的 7 位 数 个 数 为 a,, 则 排列 计数 生成 函数 


x 7 : XT XT TX Xx 
E(xz) =| 夺 + 千 ja +z) (1 十 zx 十 大 十 千 十 “(zx 二 村 十 村 十 … 
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a 
-( 所 + re | 


因此 ,x 的 系数 为 


进而 向 的 系数 为 了 51 一 140, 即 a 一 140. 

由 于 在 满足 要 求 的 六 位 数 中 ,0 恰 出 现 一 次 ,而 由 所 求 出 的 每 个 五 位 数 可 得 到 5 个 不 同 
的 六 位 数 , 如 由 12134 可 得 到 121340,121034,121304,120134,102134, 故 满足 要 求 的 六 位 
数 有 140X5 王 700. 

【 例 8-5】 将 nn 个 点 排 成 一 条 下 线 , 用 红 \ 日 、 黑 3 种 颜色 对 其 任意 涂 色 ,要 求 同 色 点 为 
偶数 (包括 0) ,有 多 少 种 涂 法 ? 

解 ”这 是 一 个 排列 问题 , 设 排 成 一 行 的 -个 点 满足 要 求 的 涂 法 有 a, 种 ,r= 二 0,1,2,…， 
则 排列 计数 生成 函数 


E(x) = [1 十 条 十 看 十 …) ， 
其 中 每 一 个 括号 代表 一 种 颜色 . 
a (于 ] 


ee” 十 3 十 3e”* 上 @ 
8 


二 mm 
一 >》， 8 (3 +3+3— D+ 3)") Ir", 


于 征 


1. 分 别 写 出 由 数列 1, 二 1, 二 ,一 二 ,二 ,一 二 ,… 得 出 的 组 合计 数 生 成 函数 和 排列 计数 


21” 3! 4!” 51° 

生成 函数 . 

2. 现 有 黄 球 两 个 , 白 球 和 红 球 各 一 个 , 试 求 有 多 少 种 不 同 的 选 球 方式 ? 

3. 从 nn 个 不 同 的 元 素 中 允许 重复 的 选取 vr 个 元 素 ,要 求 每 个 元 素 出 现 偶数 次 有 多 少 种 
方式 ? 

4. 有 6 个 数字 ,其 中 3 个 1,2 个 2,1 个 3, 求 能 组 成 四 位 数 的 个 数 . 

5. 有 nn 颗 人 造 钻 石 排 成 一 行 , 今 用 红 、 黄 、 蓝 、 白 、 黑 对 其 涂 色 ,只 要 求 红 色 有 侦 数 颗 , 有 
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多 少 种 涂 法 ? 
8.3 递归 关系 


还 有 一 些 计数 问题 可 以 归结 到 建立 和 求解 递归 关系 . 在 学 习 数 列 时 ,有 时 会 出 现 数列 
的 后 项 是 由 前 项 或 前 几 项 确定 的 ,这 实际 上 就 是 递归 关系 ,又 称 为 递 推 大 系 “ 知 道 他 的 过 
去 ,就 知道 他 的 现在 ;知道 他 的 过 去 和 现在 ,就 知道 他 的 将 来 ” ,体现 的 正 是 递归 思想 . 

利用 递归 关系 解决 计数 问题 是 很 重要 的 方法 之 一 ,在 其 他 数学 分 文中 都 会 用 到 此 技巧 . 
就 计算 机 科学 来 说 ,大 多 数 算法 的 执行 都 表现 为 按时 种 条 件 重 复 地 执行 一 些 循 环 ,而 这 些 循 
环 经 常 可 以 用 递归 关系 来 表达 . 因此 ,递归 关系 的 建立 和 求解 对 算法 分 析 至 关 重 要 . 

本 节 先 举例 说 明 如 何 建 立 递归 关系 ,再 给 出 常用 的 求解 递归 关系 的 方法 . 部 分 内 容 讨 
论 涉 及 高 等 数学 中 才 级 数 及 其 运算 等 有 关内 容 . 


8.3.1 可 归 关 系 的 概念 


我 们 已 经 知道 ,如 果 一 个 问题 可 以 归结 到 其 前 面 一 个 问题 或 前 面 一 些 问题 ,这 就 是 递归 
问题 ,递归 (recurrence) 又 称 为 递 推 . 

在 知道 ao 二 1 时 ,对 于 任意 正 整 数 2 定义 a 二 na,-1， 这 实际 上 是 阶乘 函数 的 递归 定义 
或 者 说 借助 于 递归 给 出 集合 {ao ai, 的 定义 ,oa 的 计算 归结 到 其 前 面 的 一 个 < 
的 计算 ,这 时 ww, 王 za 就 是 一 个 递归 关系 ,或 称 为 递归 方程 ,或 递归 因数 ,其 中 wo 三 1 称 为 
初始 条 件 或 边界 条 件 . 为 了 讨论 递归 问题 ,必须 给 出 该 问题 的 初始 条 件 . 

给 定数 列 ao ya ,… ,a,，… ,该 数列 中 除 有 限 项 以 外 的 任何 项 a, 与 其 前 面 一 项 或 前 面 一 
些 项 的 一 个 方程 称 为 递归 关系 (recurrence relation), 它 表示 a, 与 其 前 面 一 项 或 前 面 一 些 项 
的 一 种 关系 . 为 了 求解 该 递归 关系, 所 给 出 的 一 些 条 件 称 为 初始 条 件 (initial condition ). 

对 于 数列 co ,ai ,…'，,a,，… ,需要 一 定 的 技巧 才能 得 出 其 递归 关系 ,要 知道 a, 是 的 一 
个 解析 表达 式 f(n) 有 时 也 是 比较 困难 的 , 它 通常 由 其 初始 条 件 和 递归 关系 来 确定 . 我 们 现 
在 感 兴趣 的 是 得 出 a, 是 n 的 解析 表达 式 , 虽 然 一 般 情况 下 很 难 办 到 这 一 点 . 

下 面 是 根据 具体 问题 建立 递归 关系 的 两 个 例子 . 

【 例 8-6】 〈 汉 诺 塔 ,Hanoi tower) 在 古 印度 的 一 座 神 庙 里 ,有 3 个 铜 铸 的 基 座 ,上 面 各 
安置 一 根 宝 石 针 ,在 一 根 宝 石 针 上 由 大 到 小 套 了 64 个 金 盘 . 焚 王 命令 他 的 僧侣 ,通过 其 余 
两 根 宝石 针 , 把 这 64 个 金 盘 移 到 男 外 一 根 宝石 针 上 ( 见 图 8-3). 移动 的 规则 如 下 : 


A B C 


(1) 一 次 只 能 移动 一 个 金 盘 ; 
(2) 金 盘 只 能 在 3 根 宝 石 针 上 存放 ; 
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(3) 不 允许 将 大 金 盘 放 在 小 金 盘 上 . 

假设 n 是 金 盘 的 数目 (如 二 64),h, 是 按 规 则 需要 移动 的 次 数 , 求 F, 的 初始 条 件 以 及 
递归 关系 . 

解 ”显然 ,初始 条 件 为 hi 二 1. 

当 有 nn 个 金 盘 时 ,可 以 先 将 宝石 针 A 最 上 面 的 n 一 1 个 金 盘 按 规则 移动 男 外 一 根 宝石 
针 上 ,可 设 为 B, 需 要 移动 h,-1 次 . 再 将 A 上 最 大 的 金 盘 移动 到 C ,移动 一 次 . 最 后 将 宝石 针 
B 上 的 n 一 1 个 金 盘 按 规则 移动 到 C, 又 需要 移动 六 -1 次 . 

根据 加 法 原理 ,有 递归 关系 

h, = 2 十 1 

【 例 8-7】 (〈 斐 波 那 契 数 列 ,Fibonacci sequence) 在 1202 年 意大利 数学 家 Fibonacci 人 研 
究 过 免 子 的 索 殖 问题 :年 初 有 一 对 小 侈 ,雌雄 各 一 . 小 爹 第 一 个 月 长 大 ,第 二 个 月 又 索 殖 出 
一 对 雌雄 各 一 的 金子 . 以 后 ,成熟 的 大 倪 每 月 部 繁殖 出 一 对 雌雄 各 一 的 倪 子 ,而 新 的 每 对 小 
倪 以 同样 规律 长 大 、 繁 殖 . 假定 锡 子 都 不 死 . 假设 第 nn 个 月 斧子 有 下 , 对 , 求 F, 的 初始 条 件 


以 及 递归 关系 . 
解 ”显然 ,初始 条 件 为 下 二 1,F, 二 1. 
1 2 3 4 5 显然 ,F, = 二 第 n 个 月 大 金子 的 对 数 十 第 n 个 


月 小 兔子 的 对 数 , 而 第 nn 个 月 大 兔子 的 对 数 二 第 
n 一 1 个 月 例子 的 对 数 FF,-_1 ,第 n 个 月 小 倪 子 的 对 
数 三 第 2 一 1 大 例子 的 对 数 三 第 2 一 2 例子 的 对 数 
FF , 见 图 8-4, 其 中 实心 点 表示 大 斧子 对 ,空心 
点 表示 小 例子 对 . 
根据 加 法 原理 ,有 递归 关系 
F, = 下 十 下 ，. 
于 是 ,Fibonacci 数列 的 前 12 项 为 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144. 


8.3.2 常用 的 递归 关系 求解 方法 


1. 递归 法 
递归 法 又 称 为 递 推 法 ,是 将 对 数列 第 nn 项 a, 的 计算 转化 为 对 其 前 面 的 一 个 项 或 一 些 项 
的 计算 ,直到 最 后 归结 到 初始 条 件 . 
【 例 8-8】 在 hi 二 1 时 ,求解 递归 关系 有 ,二 2h,_i 十 1. 
解 hh, 二 2h,_1 十 1 二 2(2h,_s 十 1) 十 1 
二 22h,_s 十 2 十 1 二 2? (2h,_s 十 1) 十 2 十 1 
二 23h,_s 十 2? 十 2 十 1 


图 8-4 


一 2"17 十 2" 一 :十 … 十 22 十 2 十 1 
一 2 一 :十 2 一 十 … 十 2 十 2 十 1 一 -一 今 一 2" 一 1 
另 解 ” 由 于 万 =1 且 天 王 2 _ ;十 1, 于 是 尼 王 2 岂 十 1= 王 3 一 2 一 1. 进而 有 六 三 21 十 1 一 
7 一 23 一 1. 这 样 一 直 继 续 下 去 ,很 容易 得 出 h, 二 2" 一 1. 
。232 。 


上 面 的 求解 过 程 称 为 迭代 法 (iteration method), 它 与 递归 法 是 不 同 的 ,特别 是 在 编写 
程序 时 数据 结构 设置 方式 是 不 同 的 . 

当 n= 二 64 时 ,ho 二 2 一 1 二 18 446 744 073 709 551 615. 若 移动 一 次 只 需 用 1s, 约 需 
5845 亿 年 .即使 算法 已 经 设计 好 了 ,让 计算 机 把 所 有 金 盘 的 移动 方式 打印 出 来 ,也 是 很 困 
难 的 . 由 此 可 见 , 硅 一 个 算法 的 复杂 度 呈 指数 增长 , 那 是 相当 可 怕 的 . 

2. 生成 函数 法 

首先 根据 所 给 数列 构造 其 生成 图 数 ; 再 利用 递归 关系 以 及 已 知 男 数 的 形式 需 级 数 求 出 


该 生成 函数 ;最 后 想 办 法 得 出 生成 函数 中 zx" 或 三 的 系数 即 为 所 求 ww 


【 例 8-9】 在 初始 条 件 w 二 1,as 二 1 下 ,求解 递归 关系 w 二 wa， 
解 ” 由 数列 w ,4s ，,… ,a,,… ,构造 组 合计 数 生成 函数 
G(xz)= 二 ax 二 azx 十 十 a,x” 十 … 


n—1 
由 于 a, 二 》aran_， 于 是 
FT 
G(X) 一 dz 十 (aa 十 aali)zs 十 十 (Das)e" + 
k=1 


二 zz 十 asx? 十 十 anr" 十 … 二 — Var = G(x)—z, 
万 一 2 


1 一 V1 一 47z 


由 此 可 得 G(z) 一 二 7 一 各 


, Gy (7) 一 . 因为 G(0)==0, 舍 去 G1(x), 所 以 


1— /1 —#x 
7 


利用 盟 数 (1 十 z)” 的 形式 项 级 数 展开 公式 ,有 


CCZz) 一 


1 nO—1 
\V/1 十 工 一 (1 十 Z)2 一 1 十 和 
九 一 1 
因 而 \/ 1] 一 4 -一 一 2 <C Cr , 进而 (Cr( 工 ) > Ch ，、 故 人 ee ( 称 为 
九 一 九 一 1 
Catalan 数 ). 


【 例 8-10】 在 初始 条 件 D。, 二 1 下 ,求解 递归 关系 D, 二 nD,_ i 十 (一 1)"(n 宇 1). 
解 由 数列 D, ,Di 0 


E(x) = D+ Diz+D; 27 十 二 DD, J 
因为 D, = 二 nD,_1 十 (一 1)*(n 宇 1) ,于 是 


学 3 n 
E(xz)—1= x(E(Cz)—1) 二 三 一 三 十 十 (一 1]* 二 和 十 w， 
21 3! n ! 


进而 ,有 
2 3 n 
一 一 一 一 ee 之 _ 世 ee 一 一 nd es 一 一 ~ 
(1—zxz)E(zx)=1 TT 31 1 i ee a e™y 
所 以 ,有 


一 工 2 3 n 
E(x)=—— = (一 + 条 一 条 十 …… 十 二 苛 十]G+z 十 …… 十 芝士 9)， 
Rn 21 3! nl 


因而 ,E(x) 中 x” 的 系数 为 1 一 1 十 训 一 训 十 … 十 (一 1)" 二 因 为 D, 为 三 的 系数 ,所 以 


1 1 I 
| 站 


3. 特征 方程 法 

对 于 第 系数 线性 递归 关系 ,可 以 考虑 用 特征 方程 法 求解 . 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

(1) 篆 系 数 线性 齐 次 递归 关系 

设 & 为 正 整 数 ,在 初始 条 件 co ,al,…,as-i1 下 ,递归 关系 

Qn 一 Cl 1 十 czao 2 十 十 cta (1 之 有 ) (1) 
称 为 k 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 (linear homogeneous recurrence relation of order k with 
constant coefficient) ,其 中 c ,cs,… ,ci 为 常数 上 且 c, 关 0. 

对 于 & 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,第 nn 项 a, 仅 与 其 前 面 & 项 aiya ,ar 天 有 
关 ; 系 数 cl cz，… ,cs 为 前 数 ; 关 于 aw-1,as-z，"… ,an-: 是 线性 的 , 即 不 出 现 ax-i ,a,-1an-:， 
Va,_i 等 ;同时 右边 不 是 ca ;十 caw 十 … 十 ca 十 fC) 形式 ,而 关于 nn 的 录 数 f(n) 关 0. 

递归 关系 F, 二 Fi 十 FF-; 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,而 a, 二 3ai-1 十 a,-z 非 线 
性 ,a, 二 2a,-1 十 3 非 齐 次 ,a 二 a,-i 十 (n 一 1)a,-z 非 常 系数 . 

kk 阶 和 党 系数 线性 齐 次 递归 关系 a 二 caw-i 十 czas-z 十 … 十 Cian- 的 特征 方程 
(characteristic equation) 定 义 为 

从 一 CA 和 一 co 和 一 一 cy 一 0. (2 ) 

就 递归 关系 本 号 而 言 ,满足 它 的 任意 一 个 数列 称 为 其 特 解 (special solution ) , 特 解 一 般 
比较 多 . 递归 关系 一 般 解 所 具有 的 形式 就 是 其 通 解 (general solution). 

由 于 c4 关 0, 其 任意 一 个 根 4 均 非 0. 显 然 ,a, 二 XA" 是 4a, 二 ciaw-i 十 czaw-z 十 … 十 ciaw-4 的 
特 解 , 即 和 二 cA” :十 coA" 十 …: 十 cA”“* 当 目 仅 当 入 二 oA 十 co 十 汪 十 c, 即 和 一 A! 一 
cz 人 “一 … 一 尺 一 0. 

【定理 8-7】 大 递归 关系 ww 一 cta -il 十 ca 十 … 十 ca 一 (2 二 A) 的 特征 方程 六 一 ci 一 
czA* 一 … 一 C4 二 0 有 上 个 不 同 的 根 A1 ,az,，… ,zx, 则 其 通 解 为 ws 一 Cih 十 Cz 和 十 … 十 CA 
给 定 初始 条 件 ao ,ai ,… ,as-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 得 定常 数 Ci ,Cs ,… ,Ci. 

【 例 8-11】 在 初始 条 件 FF 二 1,F, 二 1 下 ,求解 递归 关系 F, 二 Fi 十 F,-s(n 宇 3). 

解 ”递归 关系 F, 二 Fi 十 Fs 的 特征 方程 为 六 一 4 一 1 二 0, 其 根 为 


_ 工 十 V5 
py 9 


Al hz 一 一 一， 


根据 定理 8-7, 有 玉 , 王 Ci I 6 eat 由 于 让 二 1,F,= 二 1, 代 入 得 


C -15 ) C, — [155]} 


所 以 
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【定理 8-8】〗】 奉 递 归 关 系 ww,= 王 cid 十 ca 十 … 十 cta (2 三 R) 的 特征 方程 社 一 ci 和 1 
一 cz 一 … 一 C 一 0 有 上 个 不 同 的 根 人 ,MA ，…, ,其 重 数 分 别 为 mr ,ri《ni 十 rz 十 … 十 
,二 有 ), 则 其 解 为 4a, 二 a1 (7) 十 az 《70) 十 … 十 a,《n), 其 中 ai(n) 二 (Ci 十 Czin 十 …* 十 Crin"!) 
和 ,i 二 1,2,…,t. 给 定 初 始 条 件 ao ya , ,as-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 所 有 待定 常数 . 

实际 上 ,定理 8-8 推广 了 定理 8-7. 

【 例 8-12】 在 初始 条 件 6 二 1,ai 二 2,as 二 7 下 ,求解 递归 关系 

4a,， 二 5awi 一 74n-2 十 3a,-3 (7 之 3). 
解 ”递归 关系 4, 二 54w-1 一 7 as-: 十 3 ww-s 的 特征 方程 为 人 一 5 人 十 74 一 3 三 0, 其 根 为 
Mi 一 1( 二 重 根 ) ,4 = 二 3, 于 是 
a = (GT Gnl TCG3 一人 十 Ci 十 La37。 
将 初始 条 件 oo 王 1,a 王 2,a 王 7 代入 ,得 
ao 一 Ci 十 0C?: 十 Cs3 二 Ci 十 Cs 一 1， 
al 一 Ci 十 1C; 十 Cs3 = 二 Ci 十 Cs 十 3Cs 一 2， 
aa 二 Ci 十 2Cs 十 Cs3 = 二 Ci 十 2C; 十 9C3 一 7， 
于 是 Ci 二 0,C;s 二 一 1,C; 二 1, 进 而 
dn 三 3"— nn. 
(2) 东 些 向 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 
设 & 为 正 整数 ,在 初始 条 件 co ,ai ,… ,ai 下 ,递归 关系 
Qn 一 Cl 1 十 cza 2 十 … 十 ca 十 大 2) (7 之 R) Loa 
称 为 大 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 (linear non-homogeneous recurrence relation of order 
k with constant coefficient) ,其 中 性 ,cs ,ci 为 常数 ,c 关 0, 非 齐 次 项 f(n) 是 关于 nn 的 隔 
数 且 f(n) 关 0. 

对 于 一 般 的 非 齐 次 项 f(n) 没 有 统一 的 求解 方法 . 一 般 情 况 下 有 下 述 定 理 ,但 人 们 仍 希 
望 能 和 卫 接 求解 或 想 办 法 转化 成 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 求解 . 

【定理 8-9】 硅 & 阶 第 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 4a, 二 cias_i 十 czas-z 十 十 cia-# 十 
fln) (ln 之 k) 有 特 解 5b, , 且 对 应 的 & 阶 党 系 数 线性 齐 次 递归 关系 a4, 二 cas-i 十 czas-s 十 … 十 
cian 的 通 解 为 B,, 则 a 二 cias-i 十 czQs-z 十 一 十 ciaw-4 十 fn) 的 通 解 为 a, 二 B, 十 5,. 给 定 
初始 条 件 co ,al，… ,as-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 所 有 待定 常数 . 

【 例 8-13】 在 初始 条 件 a 二 2 下 ,求解 递归 关系 

a, 二 Qn-i1 十 3” (nn 之 2). 

解 ” 因 为 a 二 as i 十 3” ,所 以 ai 一 0 十 3 一 aa 一 0 3 十 3 一 ，ad 一 Qi 十 32 ,将 

这 些 等 式 左右 两 边 分 别 相 加 并 整理 得 
ax 一 Qi 十 3 十 3 十 … 十 3"， 
于 十 


2 十字 (3 a 


【 例 8-14】 求 < 王 1 十 22 十 … 十 (2 一 1)2 十 722. 
解 ”根据 题 意 , 有 a -= 三 王 十 2 十 … 十 (2 一 1) ,于 是 oa 一 a -十 好 ,这 是 一 个 一 阶 和 党 系 


数 线性 非 齐 次 递归 关系 . 由 于 w, 王 02 十 1 十 22 十 … 十 (2 一 1)2 十 22 ,因此 ,ao 一 0,a 一 1,a2 一 
5y43 一 ]14. 
由 于 ww 一 ai 十 双 ,进而 a,-1 二 a,-z 十 (n 一 1)?, 相 减 并 整理 得 
Qa, = 2 一 4. 十 2n—1. 
由 此 可 得 a,_1 二 2a,-s 一 a,-3 十 2(n 一 1) 一 1, 再 相 减 并 整理 得 
Qa» 一 3a_ 1 一 3a 一 0 3 十 2 
因而 c_: 王 3ac，: 一 3a。，3 一 :十 2, 再 相 减 并 整理 得 
a， 一 4a 1 一 0 ， 十 4a,_3 十 CC， 4， 
这 是 一 个 四 阶 第 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,其 特征 方程 为 一 4X* 十 6 一 4 十 1 二 0, 其 根 
为 4 二 1( 四 重 根 ) ,于 是 
an 二 (GCi 十 Czn 十 Can 十 Cnr )1*”= 二 Ci 十 Con 十 Can’ 十 Cn. 
将 初始 条 件 a 二 0,ai= 二 1,as 一 5,as 王 14 代 入 ,得 
Ci 一 0 
Cs 十 Cs 十 Ci 一 1 
2Cs 十 4C3 十 8C4 二 5 
3C; 十 9Cs 十 27C4 一 14 


于 是 C1 一 0,Cs 一 二 ,Cs 一 地 ,C4 一 二 ,进而 


= En 十 二 十 王权 二 二 1)(2n 二 1). 
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4. 其 他 方法 
【 例 8-15】 在 初始 条 件 /(1) 一 1 下 ,求解 递归 关系 f(x) 一 2/[ 全 ] 十 全 一 1, 其 中 
2 ,k 为 正 整数 . 


解 令 g(k)= 二 f(2:)==f(n), 于 是 原 递归 关系 变 为 
g(k) = 2g(k—1)+2:1—1 
Ww 二 1 
利用 递归 法 ,有 
g(k) 一 2[2g(R 一 2) 十 2 和 一 1] 十 2 和 一 1 
一 22g5(R 一 2) 十 2X24 一 2 一 1] 
一 225(R 一 3) 十 3X2 和 一 22 一 2 一 ] 


k—l 
=2tg (0) 二 +k2: 一 > 2 
zi 一 (0 
一 2 十 R2 一 (2 一 ]) 
一 &2 一 十 1 
| 
一 了 ln 1s 
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因此 ,有 7(D) 一 到 nln n 十 1 ,其 中 n= 二 2*,k 为 正 整 数 . 


站 题 8.3 


1. 菏 人 举 步 上 楼 梯 , 每 步 器 1 个 台阶 或 2 个 台阶 , 设 上 nn 个 台阶 的 不 同方 式 数 为 a，,. 
求 出 关于 a 的 初始 条 件 以 及 递归 关系 . 

2. 设 有 n 个 数 A， a 连 乘积 A1Al…A, ,其 不 同 的 结合 方式 用 Un 表示 ; 求 出 关 
于 a 的 初始 条 件 以 及 递归 关系 . 

3. 有 nn 根 火 熔 ,甲乙 二 人 轮流 来 取 , 每 次 仅 能 取 1 根 或 2 根 . 硅 甲 先 取 , 最 后 还 由 甲 取 
光 的 方案 数 为 a,. 求 出 关于 a, 的 初始 条 件 以 及 递归 关系 . 

4. 用 递归 法 求解 递归 关系 46 二 0,a, 二 nas-1 十 n! (n 宇 1). 

5. 用 递归 法 求解 递归 关系 ao 二 2,a 一 2a :十 1(2 之 1). 

Qa, 一 0 -1 十 2(72 一 ]) 
5， 利 用 生成 函数 求解 递归 关系 ”_， , 
7. 在 初始 条 件 a 二 1,ai = 二 1 下 ,求解 递归 关系 
(nO— 1)a, = (nO— 2)a,i 二 2a,_;. 

6. 在 初始 条 件 ao 一 0, 0 一 ,02 一 10 下 ,求解 递归 关系 Qn = ari — lla,—» EB 
(7 之 3). 

9. 在 初始 条 件 a 二 1,ai 二 0,as = 二 1,as 二 2 下 ,求解 递归 关系 

a, 二 一 Qwi 十 34,_2 十 54,_s 十 2a,_4 (2 之 4). 
10. 在 初始 条 件 a 二 1,ai 三 2 下 ,求解 递归 关系 
a», = 7a, 一 100 ;4n (2 二 2)， 
11. 使 用 定理 8-9 ,在 初始 条 件 co 三 1,a 三 2 下 ,求解 递归 关系 
wa 一 7a 一 12a ;十 n2” (7 之 2). 


12. 在 初始 条 件 F(1)=c 下 ,求解 递归 关系 1(m) 一 2/[ 号 +bm, 其 中 b,c 为 稼 数 且 7 一 
2 ,& 为 正 整 数 . 


本 章 小 结 


1. 计数 原理 .排列 组 合 与 二 项 式 定 理 
理解 加 法 原理 和 乘法 原理 , 要 清楚 何 时 相 加 、 何 时 相 乘 . 记 住 下 列 几 种 情形 的 计数 
Dv 
n 个 元 素 的 -排列 个 数 
[一 1 一 1 上 )… (22 一 7 十 1 ) = 


n 个 元 素 的 r- 圆 排列 个 数 


7 1 
(nC—r)! 
OP; = 2. 
r 


° 223/ * 


n 个 元 素 的 ~- 可 重 排列 个 数 
LU 
设 A= {ni *° Ai,ns* A ,Nn * AA? ,nm 十 nz 十 … 十 n4 二 nn， 1 n 个 元 素 的 全 排列 个 
数 为 


nl 
711 1722 1 7 
n 个 元 素 的 -组 合 个 数 
Cr 一心 一 (2 一 1) (2 一 十 1) 一 72 1 
”rl! 区 (nO—r)Ir! 
n 个 元 素 的 r- 可 重组 合 个 
二 3 ER 


2. 生成 函数 
(1) 对 于 数列 Co Ul ，,… ,a,，"… ,其 组 合计 数 生 成 限 数 


G(X) 一 ao 十 ai 并 十 … 十 az 十 … 一 > ,arzr. 
r 一 0 


掌握 利用 组 合计 数 生 成 函数 解决 一 般 的 组 合计 数 问 题 的 思想 . 
(2) 对 于 数列 au ,al … ,a,，… ,其 排列 计数 生成 浮 数 为 


: zx’ Tx” Tr” 
E(x) = mt awtor att" ta i i 


排列 个 数 a, 是 七 的 系数 . 


定理 设 Ai ,人 人， 是 上 个 不 同 元 素 , 现 有 i; 个 A， 元 素 (i==1,2,… ,k,n 十 ns 十 … 
十 办 一 2) ,在 这 个 元 素 中 任 取 r 个 元 素 的 排列 个 数 为 a,, 则 其 排列 计数 生成 函数 为 


.2 r 
ao 十 Ci 工 十 wa， 人 


擎 握 利用 排列 计数 生成 函数 解决 一 般 的 排列 计数 问题 的 思想 . 

3. 递归 关系 

熟悉 递归 关系 的 建立 . 

掌握 常用 的 求解 递归 关系 的 方法 :递归 法 、 生 成 也 数 法 ,特征 方程 法 和 其 他 方法 . 

k 阶 凋 系数 线性 齐 次 递归 关系 wo,= 王 cid 十 cza 十 … 十 cid 的 特征 方程 为 

从 一 CA 一 CA 和 一 一 cy 一 0. 

主要 定理 ”在 递归 关系 ww 一 ccd- 十 ca 十 … 十 ca 全 AR) 的 特征 方程 人 六 一 ac 一 
coA* 一 … 一 C4 二 0 有 tt 个 不 同 的 根 ,hs，,… ,4, 其 重 数 分 别 为 rs sr 十 7 十 … 十 zx, 二 
&), 则 其 解 为 ws 一 ai (72) 十 azs (7) 十 … 十 as《n), 其 中 (nn) 二 (Ci 十 Czin 十 十 Corin")X? ,i 二 
1,2,…,t， 给 定 初 始 条 件 oo ,ai ，,… ,as-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 所 有 待定 常数 . 
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ACB 
P(XYS2" 


(Xi 9 .在 2 9 gE ) 


Al XA, X.… XA, 


f:A—B 
domf 


ranf 


B* 


附录 A 得 号 索引 


Lad 


I 
X 
宝 


集合 A 的 基数 ;有 限 集合 
的 元 素 个 数 


在 集合 运算 中 表示 空 集 


pt 
> 


A 是 B 的 子 集 


| 
思 


集合 相等 RUS 
A 是 B 的 真子 集 RNS 
X 的 圭 集 R—S 


笛 卡 儿 积 


| 
出 
wn 


映射 , 子 数 


中 


全 | 所 对 | 
藻 | < 滞 


A 到 B 的 所 有 映射 组 成 的 


X 在 映射 广 下 的 像 r(R) 
Y 在 映射 下 的 原 像 

逆 映 射 , 逆 限 数 , 反 晴 数 
映射 上 和 sg 的 复合 

A 上 的 恒 等 映射 ,A 上 的 恒 


s(R) 
1(R) 
[zx]r 


i z 
ge 


A/R 


等 关系 


集合 A 与 B 的 并 We 
集合 A 与 B 的 交 
集合 A 的 补 集 

集合 A 与 B 的 关 


A 与 B 的 对 称 差 ,A 与 B 
的 环 和 


glb(S) 或 inf(S) 


-一 
入 妆 


Os Fr 


一 。 


TX 与 y 有 关系 玉 
模 A 同 余 关 系 


义 


关系 RR 的 定义 域 


关系 R 的 值 域 


关系 图 
关系 矩阵 


关系 尺 与 S 的 并 
关系 尺 与 S 的 交 
关系 尺 与 S 的 差 


关系 R 的 补 


关系 尺 与 S 的 对 称 差 ( 环 


和 ) 

逆 关 系 

复合 关系 
关系 的 客运 算 


RR 在 B 上 的 限制 


自 反 闭 包 
对 称 闭 包 
传递 闭 包 
等 价 类 
商 集 
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A~B pA4 合 取 

R 关系 pq 列 涵 

AxB 与 非 

本 本 绩 ee 
US G+U 增加 新 边 U 

AB 同 构 图 的 对 称 差 ( 环 和 ) 

H<G 距离 

aH 左 陪 集 直径 

zty 对 偶 图 

(B, 十 , .。,-,)0,1 “| 布尔 代数 n 个 元 素 的 斑 排列 
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符号 


导 
d 
只 
< 
DD 
2 


QO 
| 
~ 
S 


Cc; 或 ”或 Cln, rr) | nn 个 元 素 的 组 合 
本 


无 向 边 ED， | 的 所 有 正 因数 组 成 的 集合 
; 在 图 论 中 表示 空 图 地 板 函 数 , 取 整 函数 

G 补 医 最 大 公 因数 

degc) 最 小 公信 数 

2 [2 

5(G) ) 个 元 素 的 广 圆 排列 

A+ (G) 最 大 出 度 n 个 元 素 的 斑 可 重 排列 

8+ (G) 最 小 出 度 nn 个 元 素 的 可 重组 合 

A- (G) 最 大 入 度 | 
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附录 B 


中 类 文 名 词 索 5| 


中 文 英文 中 文 英文 

人 合 set 恒 等 映射 identity function 
元 素 element 运算 operation 
全 集 universal set 封闭 运算 ， closed operation, 


因数 divisor 代数 运算 algebraic operation 
整除 divide 商 quotient 

素数 prime 余数 remainder 

合 数 composite number 密 文 ciphertext 

递归 , 递 推 recurrence 蜜 针 key 

计数 counting 散 列 负数 或 哈 希 Hash function 

加 法 原理 addition principle 函数 

乘法 原理 multiplication principle 公 因 数 common divisor 

排列 permutation 最 大 公 因 数 greatest common divisor 
组 合 combination 公信 common multiple 
模糊 集合 fuzzy set 最 小 公信 : least common multiple 
空 集 empty set 互 素 coprime 

子 集 subset 欧 拉 子 数 Euler function 

真子 集 proper subset 对 合 性 involutive property 

n 天 组 ordered n-tuple 震 等 元 idempotent element 
笛 卡 儿 积 Cartesian product 霸 等 性 ldempotent property 
映射 mapping 交换 性 commutative property 
负数 function 结合 性 Associative property 
变换 transformation 单位 元 素 或 么 元 素 identity element 

天 花 板 负数 ceiling function 零 元 素 zero _ element 

地 板 限 数 floor function 逆 元 素 invertible element 
定义 域 domain 消去 性 cancellation property 
值 域 range 分 配 性 distributive property 
像 image 吸收 性 absorptive property 


inverse Image 


De Morgan law 


单 射 injection, one-to-one 许 union 
满 射 surjection, onto 区 intersection 
双 射 bljection ,oner-to-one 补 complement 
correspondence 关 subtraction 
置换 permutation 对 称 差 , 环 和 symmetric difference, 
逆 限 数 , 逆 映射 ， invertible function ring sum 
反哺 数 第 一 数学 归纳 法 first mathematical induction 


复合 限 数 
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composition function 第 二 数学 归纳 法 second mathematical induction 


可 列 集 合 


不 可 列 集合 


n 元 关系 


关系 的 定义 域 
关系 的 值 域 


关系 图 
关系 矩阵 
逆 关 系 
复合 关系 


关系 的 需 运 算 
关系 的 限制 


目 反 性 
反目 反 性 
对 称 性 
反对 称 性 
传递 性 
自 反 闭 包 
对 称 闭 包 
传递 闭 包 
等 价 关系 
等 价 类 
商 集 
相 容 关系 
相 容 类 


极 大 相 容 类 


偶 序 
偶 序 集 


线性 序 ,全 序 


汉 斯 图 


inclusion-exclusion 
principle 

partition 

block 

covering 

rough set 
equivalent to 
infinite set 

finite set 
cardinality, cardinal 
number 

countable set 
uncountable set 
n-ary relation 
domain of relation 
range of relation 
graph of relation 
matrix of relation 
iOnverse 
composition 
power of relation 
restriction of relation 
reflexive 
irreflexive 
symmetric 
antisymmetric 
transitive 

reflexive closure 
symmetric closure 
transitive closure 
equivalent relation 
equivalent class 
quotient set 
compatible relation 


compatible class 


maximal compatible class 


partial order 


poset 


linear order ,total order 


Hasse digram 
chain 
greatest element 


least element 


极 大 元 
极 小 元 
上 办 
下 界 
上 确 界 
下 确 界 
命题 
真 值 
原子 命题 
合 命题 
逻辑 常量 
命题 变 元 ,逻辑 变量 


逻辑 联结 词 
否定 
合 取 
析 取 


命题 公式 

真 值 指派 ,解释 
真 值 表 

永 真 式 或 重 言 式 
永 假 式 或 矛盾 式 
可 满足 式 


逻辑 等 值 

对 偶 式 

析 取 范式 
合 取 范式 
最 小 项 
主 析 取 范式 
最 大 项 
主 合 取 范 式 
功能 完备 联结 词 集 
推理 形式 有 效 
前 提 


结论 


个 体 


maximal element 
minimal element 

upper bound 

lower bound 

least upper bound 
greatest lower bound 
proposition, statement 
truth 

atom 

compound statement 
logical constant 
proposition variable, 
logical variable 

logical connectives 
negation, not 
conjunction, and 
disjunction, or 
exclusive or, XOR 
implication, if*…then 
antecedent 

consegquent 
equivalence,if and only if 
proposition formula 
assignment,1interpretation 
truth table 

tautology 

contradiction 
satisfactable 

formula 

logically equal 

dual formula 
disjunctive normal form 
conjunctive normal form 
minimal term 

major disjunctive form 
maximal term 

major conjunctive form 
complete group of connectives 
valid argument form 
antecedent, premise, 
hypothesis 

conclusion 

individual 
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个 体 域 

谓词 

存在 量词 
作用 域 或 辖 域 
约束 变 元 
日 由 变 元 

子 词 

请 词 公式 

永 真 式 或 有 效 式 
前 束 范 式 

全 称 量词 消去 规则 


全 称 量词 产生 规则 


存在 量词 消去 规则 


存在 量词 产生 规则 


有 限 群 
无 限 群 
对 称 群 
置换 群 
交换 群 , 阿 贝 尔 群 


元 素 的 阶 
循环 群 
生成 元 
子 群 
左 陪 集 
右 陪 集 
正规 子 群 
商 群 
同 余 关 系 
核 
环 
整 环 
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domain of individuals 
predicate 

existential quantifier 
scope, domain of variables 
bound variable 

free variable 
function 

predicate formula 
valid 

prenex normal form 
universal quantifier 
specification 
universal quantifier 
generalization 
existential quantifier 
specification 
existential quantifier 
generalization 
algebra structure 
semigroup 

monoid 

subalgebra 
homomorphism 
isomorphism 

group 

finite group 

infinite group 
symmetric group 
permutation group 
commutative group, Abelian 
group 

element order 

cyclic group 
generator 

subgroup 

left coset 

right coset 

normal subgroup 
quotient group 
congruence relation 
kernel 

ring 


integral domain 


于 环 

域 

域 的 特征 

有 限 域 ,Galois 域 
偏 序 格 

子 格 

分 配 格 

有 界 格 

有 补 格 
布尔 代数 , 布尔 格 
有 限 布尔 代数 
布尔 表达 式 
布尔 函数 
无 问 边 
有 问 边 , 弧 
无 问 图 
有 癌 图 
空 图 
平凡 图 
去 图 
邻接 
关联 
日 环 

多 重 边 
简单 图 
完全 无 问 图 
彼得 条 图 
补 图 
度数 
出 上 度 
入 度 
孤立 点 
悬挂 点 
k- 正 则 图 
于 图 
生成 子 图 
导出 于 图 
路 

路 的 长 度 
路 径 
轨迹 


subring 

ideal 

field 

characteristic 

finite field 

lattice 

sublattice 
distributive lattice 
bounded lattice 
lattice complemented 
Boolean algebra 
finite Boolean algebra 
Boolean expression 
Boolean function 
graph 

edge 

edge, arc 

graph, undirected graph 
digraph, directed graph 
empty graph 

trivial graph 

discrete graph 
adjacent 

incident 

loop 

multiple edges 

simple graph 
complete graph 
Petersen graph 
complementary graph 
degree 

out-degree 

in-degree 

isolated vertex 
pendant vertex 
k-regular graph 
subgraph 

spanning subgraph 
induced subgraph 
walk, way 

length of walk, hop number 
path 


trail 


连通 分 文 
点 割 集 
割 点 

点 连通 度 
边 割 集 

制 边 或 桥 
边 连 通 度 
强 连 通 图 
强 连 通 分 文 
单 品 连通 图 
单 癌 连通 分 文 


弱 连 通 图 
弱 连 通 分 文 
邻接 矩阵 

可 达 算 阵 
关联 答 阵 

赋 权 图 
欧 拉 轨迹 

欧 拉 回 路 

欧 拉 图 

中 国 邮递 员 问 题 
哈密 尔 顿 路 径 
哈密 尔 顿 回 路 
哈密 尔 顿 图 
货 即 担 问题 或 
旅行 商 问题 
无 问 树 

树枝 

叶 


基本 回路 
基本 回路 系统 
基本 制 集 
基本 制 集 系统 


distance 

diameter 

circuit 

cycle 

closed trail 

accessible 

connected graph 

connected component 
cut-set of vertices 

cut point 
vertex-connectivity 

cut-set of edges 

bridge 

edge-connectivity 

strongly connected digraph 
strongly connected component 
unilateral connected digraph 
unilateral connected 
component 

weakly connected digraph 
weakly connected component 
adjacency matrix 
accessible matrix 

incidence matrix 

weighted graph 

Eulerian trail 

Eulerian circuit 

Eulerian graph 

Chinese postman problem 
Hamiltonian path 
Hamiltonian cycle 
Hamiltonian graph 


traveling salesman problem 


tree 

branch 

leaf 

forest 

spanning tree 

chord 

fundamental cycle 
fundamental cycle set 
fundamental cut set 


fundamental cut set system 


最 小 生成 树 
有 问 树 
父 太 所 
子 节 所 
根 树 

树 根 


高 度 ,深度 
子 根 树 , 子 树 
17- 叉 树 
赫 夫 曼 树 
有 序 树 

有 序 森 林 
定位 二 又 树 
前 级 码 

可 平面 图 
平面 图 
极 大 平面 图 
极 小 非 平面 图 
面 

边界 

同 胚 

对 偶 图 
面 着 色 
面 着 色 数 
节点 着 色 
节点 着 色 数 
边 着 色 

边 ( 着 ) 色 数 
Ramsey 问题 
二 部 图 
完全 二 部 图 


匹配 , 边 独立 集 


最 大 匹配 
完美 匹配 
完备 匹配 
圆 排列 

可 重 排列 
可 重组 合 


组 合计 数 生成 函数 


minimal spanning tree 
directed tree 

parent 

child 

rooted tree 

root 

ancestor 

offspring, descendants 
level 

height, depth 

rooted subtree, subtree 
m-ary tree 

Huffman tree 

ordered tree 

ordered forest 

positional binary tree 
prefix code 

planar graph 

plane graph 

maximal planar graph 
minimal nonplanar graph 
face 

boundary 
homeomorphism 

dual graph 

face coloring 

region chromatic number 
vertex coloring 
chromatic number 

edge coloring 

edge chromatic number 
Ramsey problem 
bipartite graph 

complete bipartite graph 
matching ,independent set 
of edges 

maximum matching 
perfect matching 
complete matching 
circular permutation 
permutation with repetition 
combination with repetition 


generating function 


ordinary generating function 


排列 计数 生成 隐 数 
递归 关系 
初始 条 件 
& 阶 常 系数 线性 齐 
次 递归 关系 
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exponential generating function | 特征 方程 


recurrence relation 

initial condition 

linear homogeneous recurrence 
relation of order k with 


constant coefficient 


特 解 

通 解 

k 阶 律 系 数 线 性 非 
齐 次 递归 关系 


characteristic equation 
special solution 

general solution 

linear non homogeneous 
recurrence relation of order k 


with constant coefficient 


附录 C “习题 答案 及 提示 


习题 1. 1 
1. (1) (zzER,zz 一 5z 十 6 一 0) 一 12,3). 
(2) {2z|zEN)} 王 (0,2,4,6，…,2 工 ，)}. 

2. 35 的 所 有 因数 集合 为 {一 35, 一 7, 一 5, 一 1, 1, 5, 7, 35},Dss= 二 {1, 5, 7，35}). 

3. 名 是 空 集 , 它 里 面 没 有 元 素 ; {名 }) 是 由 空 集 名 组 成 的 集合 , 它 里 面 有 一 个 元 素 2; 
{{ 多 })} 里 面 有 一 个 元 素 为 {名 ,但 {名 }) 与 是 不 同 的 . 

4. (1) 成 立 . (2) 不 成 立 . (3) 成 立 . (4) 成 立 . 

5. A={a,b} ,B= {a,b,\a,b} yc 

6. (1) 不 成 立 . (2) 不 成 立 . (3) 不 成 立 . (4) 不 成 立 . 

7. (1) {GS,{8})}.(2) {8, {a},{b},{c}, {a,b}, {asc}, {b,c}, (a,b,c)). 

(3) ts {asboc}}}. 

i 

AYA= tla taD) (tha) (Deb 

AXKBS=4tG ad Ca D3) (hel lb) (De)r, 

BXA= {(1,a),(1,6),(2,a),(2,6),(3,a),(3,65)). 

PD ,PE ,es 

人 PD WE, A 0) PD EE, Pe 

(AxXxB)xXA={((a,1) ,a), (a,1) ,60),((a,2),a),((a,2),0),((a,3),a), 
Caanbrtloe ln tl jell ns tbe a 
(IB)ajs (hy3) Db) 

11. 若 A 王 ,不 能 得 出 B= 二 C; 若 A 关 多 , 则 B=C. 

习题 1.2 

1. [1.5 | 关 2,| 一 1 上 一 1, | 一 1.5 上 一 1, .5 上 1,[—1 上 一 1, [一 1.5 上 2. 

2. (1) f 是 单 射 ,f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . (2) f 不 是 单 射 ,f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . 
(3) f 是 单 射 ,f 是 满 射 ,f 是 双 射 . (4) f 不 是 单 射 ,f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . (5) f 是 单 射 ， 
f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . 

3. 举例 f:N 一 N, f(x)=2x. 

5. 令 A={a,b,c} ,f(a)= 二 f(b)==f(c)=a, 即 对 于 任意 XxXEA,f(x)=a, 显 然 f:A 一 A 
且 f 关 I4. 而 对 于 任意 xEA, 有 (f° 有 (x) 二 f(f(x))==f(a)==a, 因 此 f*f=f. 若 了 的 逆 映 
射 存在 ,满足 条 件 的 f 不 存在 . 

7. 例如 A={a,6},B={1,2,3)},C= 二 {a,B,Y,0}, 令 f(a)=1,f(6)=2,g(1)=a,g(2)= 
B,g(3)==B, 则 显然 有 (feg)(a)==g(f(a))=g(1)=a, (f°g)(6)==g(f(6))==g(2)=B, 于 是 
g*f 是 A 到 C 的 单 射 ,但 g 显然 不 是 单 射 . 

11. 6,0,0. 奉 m 二 nn, 不 存在 满 和 对 ; 硅 光 宇 n,A 到 B 的 满 射 共有 SCm,n)。n!l 个 . 看 
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m 记 n, 不 存在 单 财 ; 奢 m 三 n,A 到 B 的 单 射 共 有 C*”。，m! 个 .大 m 关 nn, 不 存在 双 射 ;大 二 
n,A 到 B 的 双 冉 共 有 m! 个 . 

13. f '=g°h,g '=h°f,h '=f°g. 

14. A(2,3)=9,A(3,2)=29. 


习题 1.3 

1. 减法 运算 “一 ”不 是 ,其 余 均 是 . 

2. 3: 二 +3:=12F A. 

“ 昱 、 

4. (555)s. 

5. 1l6(mod 3)=1,—16(mod 3)=2,0(mod 3)=0. 

6 od(36,. 40)—=2 Xa=12 om(a0 8 

7. gcd(14，158) 一 2，2 王 14X4 十 158X( 一 3). 

8. 表 1-6: 不 满足 徊 等 性 ,满足 交换 性 、1 是 单位 元 素 、1 的 逆 元 为 1,.2 和 3 都 没有 


逆 元 . 
表 1-7: 满足 瞄 等 性 .不 满足 交换 性 、1 是 单位 元 素 、1 的 逆 元 为 1,2 和 3 午 没 有 逆 元 . 
15,. pi1(1)=1,p1(2)=2,p1(3)=3;p;(1)=2,p(2)=1,p;(3)=3; 
ps (1)=3,p3(2)=2,p3(3)=1;P(1)=1,p,.(2)=3,p,.(3)=2; 
ps(l1)=2,ps(2)=3,ps(3)=1;p6 (1)=3,p6(2)=1, pe (3)=2. 
列 出 G 关于 映射 的 复合 “* ”的 运算 表 如 表 C-1 所 示 . 
表 C-1 


(2) 由 运算 表 可 知 ,对 于 任意 p;EG, 有 pi (1)(2)(3)= 二 (1)(2)(3)。p; 二 pi;; 所 以 (1)、 
(2)、(3) 是 G 关 于 复合 映射 ”的 单位 元 素 . 

由 运算 表 可 知 ,pi' 二 pi,pz' 二 pz ,ps3 二 ps3,pi' 二 pasps'=pe,pe'=ps. 

习题 1.4 

1. (1) AUB={a,b,c,d,e,f,2). 

(2) BMC= {7}. 

(3) A—D={a,b,c,2}. 

(4) (A[(1B)—C={g}—C={g}—{a,c,f}={g)}. 

(5) D={a,b,c,d,e,g}. 

(6) BOC= (BUC)—(BIIC)={ayc,d,e, fg}—{f}= (as,c,d,e,g). 
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(7) Af\ (BUO)={a,b,c,g} [lascsd,e, sg) 一 (acyg) 

(8) CAUD)—C={a,bycsg, fsh}— {bd,esgsh}={a,c, f}. 

(9) AUC= {a,b,c,f,g}={d,e,h}. 

(10) AUBUC= {a,b,c,d,e, f,2)}. 

5. 例如 取 A={a,b,c},B=={1,2}), 令 f:A 一 B,f(a)==f(0)==2,f(c)==1. 再 取 X={a 
c} ,了 二 人 60,c) ,这 时 f(X)=={1,2) ,了 f(Y)== 代 ,2), 因 此 FCX)mFGY) 一 (1,2) i 
三 f({c)) 二 人 1), 所 以 有 fA(Xf1Y) 关 A(X) [fC(Y). 

7. (1) 不 成 立 . (2) 不 成 立 . (3) 成 立 . 

8. (2) 因为 ASAUB, 于 是 P(A)SCP(AUB). 同 样 ,P(B)CP(AUB), 所 以 P(A)U 
P(B)CP(AUB). 

例如 和 A={a,b},B=={6b,c)}, 于 是 P(A)=={B ,a} ,6b} ,a,6};} 且 P(B)={1G ,60},{c) 
tc 因此 


ee 
这 时 |P(A)UP(B)|==6. 而 AUB={a,b,c), 所 以 I|1P(AUB)|==2”==8. 显然 有 P(A)U 
P(B)P(AUB). 
10. (1) ANMNBNMC=Y. (2) ACBUC. (3) A—B=A—C. 
13. 例如 A={a},B=C={6}, 则 AU(BBC)=AUL8=A. 由 于 AUB=AUC, 所 以 
(AUB)D(AUC)=g, 因 此 AU (BBOC)A(AU BDAUO). 
15. 设 Al,A,,…,A, 是 集合 , 则 
[IAUAU-…UA,I=21A|— 2 IANMA,| 


1 委 i 一 ) 私 7 


+ 2》 4AnaAnaA | 一 … 


li<j<=kn 


十 (一 1 TIANMNA,NMN-.…N 站 A,| 
1 1 | 
FE nl (1 一 二 + 训 + 十 (一 D， 二 


-及 


习题 1.5 

1. 15 个 不 同 的 划分 . 

4. 均 不 成 立 . 例如 A={a,b,c,d), 取 A 的 划分 为 xi = 二 {{a}, {b,c,d}}, x 二 
人 

5. (3) 将 nn 个 元 素 的 集合 A 划分 成 2 个 块 A! 和 A; , 先 将 A 中 的 第 一 个 放 在 第 一 个 块 
Ai 中 ,对 于 其 余 的 2 一 1 个 元 素 分 别 考虑 是 否 与 第 一 个 元 素 在 同一 个 块 A, 中 ,只 有 两 种 情 

是 一】 个 

况 发 生 : zEAi, 或 zxEA ,于 是 共有 2。2.。…，。2 王 2 一 :种 放 的 方式 ,但 要 排除 所 有 元 素 都 在 
Ai 中 而 A; 为 空 的 情形 . 故 SC ,2) 王 2” 一 1. 

6. (1) {Ai,A;,As} 是 A 的 划分 . (2) {A ,A: ,A;} 不 是 A 的 覆盖 . (3) {A: ,A,} 是 A 的 
划分 . (4) {A, ,A;,Ai}) 不 是 A 的 覆盖 . 

7. 共 5 个 . 
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习题 1.6 

2. 选取 (0,1) 开 区 间 的 一 个 可 列子 集合 {ao ,al,…a，…} ,再 构造 双 射 . 

3. 令 f:[0,1] 一 [a,6], f(x)=a 二 (6—a)zx. 

4. 对 于 正 有 理 数 集合 Q+ = 二 {n/m|im,nEN,m 了 关 0,m 与 nn 互 素 ), 令 f:Q1+ 一 NXN， 

fn/m) 二 (m,n) ,利用 N 一 NXN. 

5. 在 R 一 Q 中 选取 可 列子 集 {ao ,cl ,…a, ,…)}) ,再 利用 Q 可 列 可 构造 双 射 . 

6. 假设 |A|= 二 1P(A)|, 则 存在 A 到 P(A) 的 双 射 f. 令 S=={xlxKff(z)), 考 虑 是 否 yE S. 

习题 2. 1 

2 

3. R={(1,0),(2,1),(3,2),(4,3),(0,0),(2,1),(4,2)}. 

4. 正确 的 有 3| 一 12, 一 310,010,2| 一 2, 一 2|2. 不 正确 的 有 416,0| 一 3. 

13 C1 R=1(2527.(20d7 (O90) (2307 (D0 (Ud 6 

(27 R=A(T00(23005 (2.173 (9 (US2) (4 2 (LUD Dt 

《3 R= (2. 23) (0.9)o(t9 2) (C3724) (3.0)s (ds 393) (ds BI (D2) C9 9) (5s ds 

C500 £0455). 
(dy R= (4 2) (dD) (DDI (DY (0 Dt (C057 (2 0) (300), (G40), 
(5,0),(6,0)}). 

14. (1)、(2)、(3) 均 不 是 A 到 B 的 函数 . (4) 是 A 到 已 的 函数 . 

15. (1) f 不 能 构成 函数 . (2) f 能 构成 R 上 的 一 个 孔 数 . 

习题 2. 2 

1. 到 US (CO 5 5 (1 27 CG Ds (035(00 T1725,RTNS= (0), 
i CO 

看 
R= 1 一 SS 
RBS=(R—S)U(S—R)={(0,3),(2,1),(3,0),(0,1),(2,3)}). 

3,. R={(0,0) (eb) (aC) SS ={(aD) sac) (de) (Cd) }s 
R°S={(b,a),(b,d)},S° R={(d,a)} ,R=R° R={((6,6), (b,c),(b,a)}, 
S:=S°S={(c,c),(d,a),(d,d)},R°S° R=(R°S)°R=Y,S°R’= 8. 

6. 例如 , 取 A={a,b,c},B={1,2,3} ,C= 二 {a,B,7) , 令 
本 

这 时 (Sf1T)*R={(a,2)}°*R=={(a,B)) ,而 

S°R= i(a,a),(a,pB), (60,8)} ,T°。 R= \(a,a), (a,B)}, 
显然 St:R[1TeR=={(a,a),(a,B)), 所 以 (Sf1T)-eR 关 (S°R)[1(T°R). 

9. 对 mx 归纳. 


10. 由 于 |A| 一 10， 人 上 所 有 不 同 的 关系 共有 2" 个 ,考虑 关系 Ra a 即 可 . 
11. (J RY" = 和 UJ 本 (UJ 本 == 人 yo BE 
7 一 (0 


y 十 1} 二 {(1,0),(2,1),(3,2),…}), 这 时 ReS= 二 Jn, 但 R 和 S 不 是 N 上 的 双 射 . 
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习题 2. 3 
TEASDJKLDCEJSKCOECJ RE KJ 
Rs;=i(a,6b), (b,c), (ayc)， cp)， aa)， (DO)， (cyc) 

4. (1) 取 A={a,b,c)},A 上 的 关系 R=={(a,6), (b,c)}. 
(2) 必要 性 证 明 用 反 证 法 . 
5. (1) 取 A={a,b,c)},A 上 的 关系 R=={(a,6b), (b,c),(c,a)). 
6. 7 —n. 
7.。 首 命题 不 成 立 . 取 A 二 {a,b,c)},A 上 的 关系 R=={(a,a),(a,60),(b,0)). 
8. R 具有 目 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 . 
9. < 具有 上 自 反 性 、 对称 性 和 传递 性 . 

10. 当 |X| 二 1 时, 则 R={(X,X)} 具 有 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 . 当 | Xi 之 2 时 ,R 具 
有 对 称 性 . 

11. R={(a,a),(b,a), (a,b), (b,c)}. 

12. (1) 真 . (2) 真 . (3) 真 . (4) 假 . (5) 假 . 

习题 2. 4 

2. (R=RUD={(aa)y (ab) (ba (hc)s (ed) bb) (cee), Cdd)}, 

s(R)=RUR ={(a,a) ,a,b), (bya), b,c), (cd),(c,60),(d,c)}, 

ti(R)=\(asa), ayO)， (ba), (b,c), (cd), OO)， (lac),(b,d),(a,d)}. 

4. 根据 传递 闭 包 的 定义 并 注意 到 ; 对 于 任意 x,yE2ZV, 硅 x 二 y, 则 存在 正 整 数 m 使 得 
y 三 ZX 十 m. 

7. 设 RICAXA,R;, 和 AXA, 则 下 面 结论 成 立 . 

(1) r(Ri(IR,)=r(Ri) [Ir(R,). 

(2) s (RNR;,) Es(R) NN sR,). 

(3) tC(Ri NR;,) ESR) NR,). 

9. (1) 例如 A={a,b,c} ,R= 二 {Ca,0),(b,a)), 则 RR 是 反目 反 的 ,而 

r(R) = {(a,0) ,asa), (0,6), ce) 和 2R) = {(a,b) (ba), (a.a), (bb))} 

都 不 具有 反日 反 性 . 

(2) 例如 A={a,6b,c} ,R= 二 ={(a,0),(0,c),《c,a)), 则 R 是 反对 称 的 ,而 

s(R) = ((ayp)， (b,c), (csa), (oa) csp)， ayc) 和 
t(R) 一 (ay p)， (pc)， ca) ac)， (bya), aya)， DO)， (csc), (Cc,b)} 

都 不 具有 反对 称 性 . 

10. rti(KR)={(a,b), (b,c), (asc), (asa), (bb0), (cc)}. 

习题 2.5 

5. (1) 右 |X| 二 1,R 是 A 上 的 等 价 关系 . 硅 |X| 宇 2,R 是 目 反 的 和 对 称 的 ,但 不 传递 . 

(2) R 是 A 上 的 等 价 关 系 . 

6. 例如 A={a,b,c), 取 

= 


这 时 R 和 S 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 . 
7. 最 小 的 包含 下 的 等 价 关系 为 


tsr (R) = (J (RU RY’: = TU (RU RT) UYU (RU RDY)? UU … 
i=0 


8. (2) A/R= (a,c} ,40,d}}. 

12. 集合 A 的 所 有 的 等 价 关 系 个 数 为 15 . 

13. 集合 A 的 划分 A/ (Ri[1R;) 是 两 个 集合 A 的 划分 AR 和 A/R; 的 交叉 划分 . 

16. 只 要 民 具 有 目 反 性 和 传递 性 , 则 S 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 . 

习题 2.6 

1. (4) 由 R 产生 的 所 有 极 大 相 容 类 有 4 个, 分 别 为 {set,，function，operation， 
relation;}, {operation, relation, logic, algebra, graph ;}, ‘ set, operation, relation， 
algebra} , ‘(function, operation, relation, logic}. 

2 I RUR “UD= (Cl) (2 2) .09 3) Ch 4), 
[59535 

(2) A 关于 RUR UT 的 所 有 极 大 相 容 类 分 别 为 {1,，4}，{2，5) 和 {3). 

3. (2) 当 {A; | i € T} 是 集合 A 的 划分 时 ,R = 【A; x A; 是 A 上 的 等 价 关系 . 

iEI 


5. (3) A=\a,b} ,R='i\(a,a),(b,0)}. 

(4) 和 (5)A= 二 {a,b}, 取 R==AXA 及 S={(a,a),(b0,0)}). 

(7 A=label Wm R={(Cabl(bad TU KO={(be ly teb) ltl. 

习题 2. 7 

1. A= ‘1,2,3,4,6,12},COV(A) = {4(1,2), (1,3), (2,4), (2, 6), (3,6), 
(4,12), (6,12)}. 

2. COV(A) = ‘(a,b), (b,c),(a,d),(d,e),(c,e)}?. 

5. (1)(3)(4)(5)A={a,b} ,R={(a,a),(b,60),(a,60)},S={((a,a),(b,60),(b,a)}. 

(7) A= {a,b,c} ,R={(a,6b), (ayc)) UTa,S={(b,a), (b,c)}U Ta. 

8. (1) 集合 A 的 最 大 元 系 为 w, 最 小 元 素 不 存在 , 极 大 元 素 为 a, 极 小 元 素 为 d 和 ee. 

(2) 子 集 {6b,c,d} 的 上 界 为 a, 下 界 为 d, 上 确 界 为 a, 下 确 界 为 d. 

11. (2)(F(N), 己 ) 无 极 大 元 . (3) 名 是 (F(N), 忆 ) 的 极 小 元 . (4) sup{A, B}= 二 AU 
B. (5) inf{A, B}=A[|B. 

12. (A, 导 ) 的 极 小 元 为 {x} ,其 中 zx 为 S 中 任意 元 素 ; 极 大 元 为 S 一 {zx}), 其 中 xz 为 S 中 
任意 元 系 ; 没有 最 小 元 系 ; 没有 最 大 元 素 . 

13. (2) (Bs ,R ) 存 在 最 大 元 的 必要 条 件 是 偏 序 集 (B, 三 ) 存 在 最 大 元 M. 最 大 元 FE BA 
的 一 般 形式 为 F(x) 二 M, Vx€EA, 其 中 M 为 偏 序 集 (B, 硅 ) 的 最 大 元 . 

习题 3.1 

1. (1)(2)(4)(6)(7) 是 命题 , 真 值 为 1. 

(3) 不 是 命题 ,因为 x 和 y 的 取 值 未 定 ,于 是 无 法 确定 “xz 二 y” 的 真 值 . 

(5) 是 命题 , 真 值 为 0. 

2. (1) p: 我 去 游泳 . 

CC a 


(2) p: 张 三 看 书 ,g: 张 三 听 MP4 音乐 . 

(3) pp: 小 李 能 歌 ,q: 小 李 善 舞 . 

(4) p: 这 学 期 我 选修 人 工 智 能 读 程 ,go: 这 学 期 我 选修 模式 识别 课程 . 

(5) p: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 八 点 起 飞 ,g: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 八 点 半 起 飞 . 

(6) p: 我 有 时 间 ,g: 我 回 家 去 看 望 我 的 父母 . 

(7) p: 我 今天 进 城 ,g: 天 下 雨 . 

(8) p: 小 张 外 出 ,g: 小 张 上 网 ,r: 他 睡觉 . 

(9) p: 你 刻 苗 学 习 ,g: 你 取得 好 成 绩 . 

(10) p: 你 走 ,g: 我 留 下 值班 . 

习题 3. 2 

1. (1) ”z: 现在 不 是 很 多 人 都 有 车 . 

(2)“ 一 2 是 偶数 或 3 是 正 数 ”的 否定 命题 为 “一 2 不 是 偶数 并 且 3 不 是 正 数 ” 

(3) pV ”pzp: 每 个 自然 数 都 是 整数 或 者 不 是 每 个 自然 数 都 是 整数 . 

2. pAg: 今明 两 天 都 有 两. 

PVg: 今天 或 者 明天 有 雨 . 

pq: 如 果 今 天 有 十 ,那么 明天 有 雨 . 

pg: 今明 两 天 只 有 一 天 有 两. 

轧 人 dg: 不 可 能 今明 两 天 都 有 雨 . 

py gq: 不 可 能 今天 或 明天 有 两 . 

pq : 不 可 能 今天 有 雨 , 则 明天 有 两 . 

3. 了 (pAg): 我 们 不 能 既 去 图 书馆 又 去 上 网 . 

4. pA7 9g. 

5.“ 张 红 和 张 兰 是 姐妹 ”中 的 和 表示 的 是 两 个 人 之 间 的 关系 ,而 联结 词 人 表示 的 是 两 个 
命题 之 则 的 “和 ”. 

6. 用 p: 今 天 体育 课 考试 ,g: 今 天 下 雨 ,r: 马 老师 来 了 , 则 p( 了 gqgAr) 表 示 “ 今 天 体育 
课 考 试 当 且 仅 当今 天 不 下 雨 并 且 马 老师 来 了 ?”. 

习题 3. 3 

1. (1) 令 p: 4 是 奇数 ,q: 0 是 奇数 , r: a 十 b 是 偶数 ,所 以 户 人 一 7. 

(2) : 正 整 数 n 三 2 时 ,g: 不 定 方 程 x 十 y* 二 xz*” 有 正 整 数 解 ,所 以 g 一 p. 


全 


今 
(3) 令 bp: 天 在 下 雨 ,q: 我 去 书店 ,所 以 p 人 人 7g. 
(4) 令 p: 两 矩阵 相等 ,go: 两 矩阵 对 应 的 元 素 分 别 相 等 ,所 以 pq. 
(5) 令 p: 这 平 果 研 ,q: 我 打算 买 ,所 以 pA7g. 
(6) 令 p: 我 接 到 正式 邀请 ,g: 我 去 参加 圣诞 晚会 ,所 以 了 p 王 了 "gq. 
(7) 令 p: 我 和 小 王 是 同学 ,所 以 p. 
(8) 令 p: 他 看 今 晚 的 NBA 篮球 比赛 ,gq: 他 来 上 目 习 ,所 以 pA 人 一 gq. 
(9) 令 p: 她 学 习 成 绩 好 ,gqg: 她 的 动手 能 力 很 强 , 所 以 了 pAg. 


(10) 令 p: 我 的 手机 没 电 了 ,g: 借 你 的 手机 用 一 下 ,所 以 p Ag. 
3. (1) 永 真 式 , 利 用 真 值 表 可 知 . 
(2) 中 性 式 ,分 别 考 虑 p= 二 0,g= 二 1,r=1 和 一 0,gq 一 0,r 一 0. 


(3) 中 性 式 , 分 别 考虑 p= 二 0,g= 二 0,r==0 和 p= 二 1,g= 二 1,r 二 0. 

(4) 中 性 式 ,分别 考虑 p= 二 1,g= 二 1,r= 二 1,s 二 1 和 p= 二 0,g 二 0,r 二 0,s 二 0. 
4. (1) 由 B 一 A 取 0 得 出 A=0. 

(2) 利用 真 信 表 及 代 和 人 定理 . 

(3) 由 B 一 A 取 0 推 出 -A 一 -B 取 0. 

5. 利用 真 值 表 及 代入 定理 . 

6. (1) 由 A 一 B 取 0 推出 A 一 B 取 0. 

(2) 若 (AVB)A (A 一 C) 和 A (B 一 C) 一 C 为 0 可 得 出 矛盾 . 

(3) 由 -A 取 0 推 出 (A 一 B)A 人 (A 一 B)=0. 

(4) 由 -A 一 B 取 0 得 出 A=0. 

习题 3. 4 

3. (1) 不 成 立 . 取 A=p,B=pVog,C=p. 

(2) 不 成 立 . 取 A=p,B=pAMg,C=p. 

(3) 成 立 . 因为 "了 A= 了 -了 B, 所 以 了 了 -A= 了 了-B, 于 是 A=B. 

4. 利用 真 值 表 法 进行 证 明 . 

5. (1)(3)(4) 用 等 值 演算 法 ,(2) 用 真 值 表 法 . 

6. (1) -A=- (AAA)=A+A. 

(2) AAB=-(-7(AAB))= "(A¢B)=(A‘^B)‘^(A‘B). 

(3) AVB=”(”AAn”nB)=(”A) 人 人 (”B) 一 (A 人 人 A) 个 (了 人 3)， 

7. (1) -A=-(AVA)=AyA. 

(2) AAB=-5(-7AV-B)=(-7A)Yy (7-5B)=(AyA)y (ByB). 

(3) AVB= -5(-7(AVB))= (AyB)=(AyB)vy AvB). 

8. (1)、(2) 用 真 值 表 法 . (3)、(4) 用 等 值 演 算法 . 

9. (1) AAC=(Ay A)vy (CyO). 

(2) AVB=(AyB)vy (AvB). 

(3) -7(AA(BVO)=((AvYA)Y (BYO)Y (AVYA)Y BYO)). 

(4) B. 

10. (1) 永 假 式 . (2) 中 性 式 . 

12. (pO@Bg)*=(pAMg)V (mpA 7 9g)= pOg. 

习题 3.5 

1. (1) pAg( 析 取 范 式 和 合 取 范式 ). 

(2) (了 pV 2g) 人 (pVg)( 合 取 范 式 ),( 了 pAg)V (pA 全 gq)( 析 取 范 式 ). 
(3) pV =-gVr( 析 取 范 式 和 合 取 范式 ). 

(4) (pA 一 gq)Vr( 析 取 范 式 ),(pVr) 人 (mqgVr)( 合 取 范 式 ). 

2. 王 教授 是 上 海 人 . 

3. 当 只 有 1 人 成 绩 最 好 时 ,是 p; 当 有 2 人 成 绩 并 列 最 好 时 ,应 是 p,s 或 p，,r. 
4. 应 派 p 和 s 参加 围棋 比赛 . 

5. (1) (pAgq)V(-TpAg)V (pA -gq)( 主 析 取 范式 ),(pVg)( 主 合 取 范式 ) ,中 性 式 . 
(2) 主 析 取 范 式 不 存在 ,(pVg)A(pV 了 -了 gqg)A( 了 -pVg)AA(-pV no)( 主 合 取 范 式 )， 


永 假 式 . 
(3) (PPAoAr)VICPpPAnAr)VCpADnIOAnrV (TpAgqAr IV (TPA7TGAr7) 
( 主 析 取 范式 ),(pVgVr)A(pV -gqgVr)A 人 (pV -gqgVr)( 主 合 取 范式 ) ,中 性 式 . 
(4) (pAgArnDV(-pA mgA 人 一 7)( 主 析 取 范式 )， 
(TPpVaqVr A (TpVaV 7 ir A(TpV TigVr) A 
(pV7igVr)ACpV ny nr)A(pVgqV 一 r)( 主 合 取 范式 ) ,中 性 式 . 
6. 原 式 二 (了 pVgVr) 人 CTPpV -TgVr)A(pV noyr) ,中 性 式 . 
7. 主 析 取 范 式 均 为 (上 AdAr)V(pPAIOAnrV(CnpAAr)V(CnDADnAr). 
8. A=(pA TgqgAV -TpAgqgAr VTpAgqA -7). 
9. FF 二 (pAr)V(gAr7)==(pAgqAr)VPpAT7TqgAr)V(-TpAgAr)( 主 析 取 范式 )， 
F=(T7TpV TigqgVr A(TpVagVr A(pV TgqgVr) 
A(pVgV 一 r)A(pVgVr)( 主 合 取 范式 ). 
10. F=(7pA TqgAnV (TpAgqAr VpA TgqgA Tr IV (pAgA 7 7), 
F=(pVgqVr A(pV igVr A(TpVaV mr) 
A 人 A( 了 pV -gqgV 一 r)( 主 合 取 范式 ). 
习题 3.6 
3. 利用 {一 , 八 ,V } 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 


5. (1) 对 于 只 含有 联结 词 { 了 ,中 } 的 任意 命题 公式 A, 使 A 的 真 值 为 1 的 所 有 真 值 指 


派 的 个 数 为 偶数 . 
(2) 利用 (1) 及 pe 一 (7 由 q). 
(3) 类 似 于 书 上 例子 . 
习题 3.7 
3. 推理 形式 pq,g 字 pp 是 无 效 的 . 
10. (1) 只 需 证 明 A 一 B 二 (A 一 (B 一 C0C)) 一 (A 一 0). 
(2) 只 需 证 明 A 一 B,A 一 ”B 之 一 A. 
网 本 
12. 小 东 和 爸爸 的 意思 是 : gp 且 gr; 小 东 理 解 为 : pq 且 gx. 
习题 4.1 
1. Di=={1,2,3,4,5},D, 二 N,D;, 二 全 域 . 
2. (1) D= 二 Z,Q(x);:x 是 有 理 数 . 
(2) 了 =R,QGCz):z 是 有 理 数 ,Z(Cz):z 是 整数 . 
3. (1) a: 小 赵 ,W(zx):x 是 工人 . 
(2) a: 张 三 ,6b: 李 四 ,I(x,y):x 是 y,f(x):z 的 父亲 . 
(3) a: 一 3,Q(x):x 是 有 理 数 . 
(4) a: 米 卢 ,L(x) :x 喜欢 踢 足 球 . 
(5) Q(x) :x 是 有 理 数 ,R(x) ;x 是 实数 ,全 称 量词 V. 
(6) Q(x):Xx 是 有 理 数 ,R(x) :x 是 实数 ,存在 量词 了 . 
(7) & :北京 ,五 (z) :xz 举办 2008 年 奥运 会 . 
(8) E(x) :zx 锻炼 号 体 , 全 称 量词 V. 


4. (1) Vz33yE(zx,y): 班 上 所 有 同学 都 选修 了 一 些 计 算 机 课程 . 

(2) Vz YyE(x,y): 班 上 所 有 同学 都 选修 了 所 有 的 计算 机 诬 程 . 

(3) 3zxjyElzx,y): 班 上 有 些 同学 选修 了 一 些 计算 机 课程 . 

(4) 9xzVyE(x,y): 班 上 有 些 同学 选修 了 所 有 计算 机 课程 . 

(5) Vy zxE(zx,y): 所 有 的 计算 机 课程 都 有 同学 选修 . 

(6) Vy YrE(x,y): 所 有 的 计算 机 课程 被 每 个 同学 选修 本. 

(7) yxE(x,y): 有 些 计算 机 课程 都 有 同学 选修 . 

(8) 3yVzEGz,y): 有 的 计算 机 课程 被 所 有 同学 选修 . 

5. (1) Vz 的 辖 域 为 P(x)V 3yR(y), 3y 的 辖 域 为 R(y). 在 P(x)V 3yR(y) 中 的 个 
体 变 元 x 是 约束 变 元 ,R(y) 中 的 y 是 约束 变 元 ,Q(x) 中 的 xz 是 自由 变 元 . 

(2) Vz 的 辖 域 为 3y(P(zx,y) 人 QCy,z)) ,jy 的 辖 域 为 P(x,y) 人 QCy,z), jz 的 辖 域 
为 P(x,y). 个 体 变 元 x 在 Px,y)AQCy,z) 和 P(x,y) 中 的 出 现 均 为 约束 变 元 ,P(x,y) 作 
Q(y,z) 中 个 体 变 元 y 为 约束 变 元 ,z 是 自由 变 元 ,P(x,y) 中 的 y 是 自由 变 元 . 

(3) 第 一 次 出 现 的 Vz 的 辖 域 为 PCz)A jxQ(z), jz 的 辖 域 为 Q(z) ,而 第 二 次 出 现 的 
Vz 的 辖 域 为 P(x). 个 体 变 元 x 的 最 后 一 次 出 现 为 自由 变 元 , 别 的 出 现 均 为 约束 变 元 . 

(4) Vz 的 辖 域 为 Yy(R(z,y)VLCz,y)) ,Vy 的 辖 域 为 RC(r,y)VL(z,y), jz 的 辖 域 
为 SC(r,y). 出 现在 R(x,y)VL(z,y) 和 S(x,y) 中 的 个 体 变 元 xz 均 为 约束 变 元 ,出 现在 
R(x,y)VL(z,y) 中 的 个 体 变 元 y 均 为 约束 变 元 ,而 z 是 自由 变 元 ,出 现在 S(x,y) 中 的 个 
体 变 元 y 为 自由 变 元 . 

6. jzrP(x) A drQ(r)= drP(r) A dyQ(y). 

1. Vz (P(rzsy) A dyQ(ryy)) = Yr P(r,t) A JyQ zr, y)). 

习题 4.2 

1. (1) 邻 a: 小 李 ,S(x):x 是 学 生 ,T(x):x 是 老师 ,所 以 了 -SC(a) 人 人 T(a). 

(2) 用 PCz):z 是 人 ,MGCz):zr 犯 错误 ,所 以 VzCPCz) 一 MGCz)). 

(3) 令 SCz):z 是 大 学 生 ,T(z):z 是 体育 爱好 者 ,所 以 3z(SCz) A T(z)). 

(4) 令 T(z):z 是 老虎 ,E(x):z 要 吃 人 ,所 以 Vz(CTGCz) 一 下 (z)). 

(5) 用 G(xz) :zx 是 人 研究生,R(X):zx 科 人 研 人 才 , 所 以 了 Vr(G(x) 习 R(x)). 

(6) 设 Z(zx) :x 是 整数 ,E(x):z 偶数 ,OCz) :zx 奇数 ,所 以 Vr(Z(x) 一 (E(x)V0O(z))). 

(7) 用 SCz):z 是 大 学 生 , T(x):z 是 老师 ,A(x,y):zx 钦佩 y, 所 以 Vr jy(S(x) 作 
T(y)>A(xz,y)). 

(8) 令 S(x):x 是 大 学 生 ,L(x):x 育 欢 《超级 女声 节目, 所 以 3x(S(x)A L(x)). 

(9) 邻 a: 姚 明 ,b: 杨 利 伟 ,P(x):x 是 NBA 球员 ,M(x):x 去 过 太空 ,所 以 P(a) 信 
MI(b). 

(10) 设 CCz):z 是 猫 ,MCz):z 老鼠 ,W(x):x 白 的 ,B(x):x 是 黑 的 ,G(x):x 好 的 ， 
4A(Czyy): 工 抓 住 y, 所 以 VzVy(CCCz)A(WCz)VEBCz))AMG AACzy) 一 G(Cr) )， 

2. 令 ECz):z 是 专家 ,T(z):z 是 教师 ,Y(x):x 是 青年 人 , 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 

(1) VzCECz) A T(x)). 

(2) jzY(x). 

(3) jdz(Y(xz) AE(z)). 


3 令 Z(x):x 是 整数 ,N(x):x 是 目 然 数 ,QCz):z 是 有 理 数 , 则 所 给 命题 分 别 符 号 


化 为 : 


(1) VzCNCZz) 一 Z(CZz)). 

(2) VzCZCz) 一 Q(Czr) ). 

LN a TN 

A 

(5) VzCNCz) 一 QCz))A 人 dr Q(z) A TN(r) A TZ(7)). 

4. 令 克 (z):7z 喜 欢 步 行 ,CCz):z 喜欢 坐车 ,BCz):z 喜欢 骑 目 行车 , 则 所 给 命题 分 别 


符号 化 为 : 


(1) Vz(WCz) 一 CCZ))， 

YE 

(3) YL 

(4) jr W(Cz). 

5. 今 A(x):x 是 动物 ,C(x):zx 是 牛 , 昌 (x):zx 有 和 角 ,; 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 
市 有 

(2) 了 z(GCACz) 人 CCz)). 

(3) jdz(A(z) A H(z)). 

6. 令 B(xz):z 是 鸟 ,F(x):zx 会 飞 ,M(zx):zx 是 猴子 , 则 所 给 命题 分 别 符 号 化 为 : 
(1) Vzx(B(x)>F(zx)). 

(2) Vr (M(x)—> 7 F(x)). 

(3 Ve(Mwl-» BLE)), 

7. 令 SCz):z 是 学 生 ,D(zx):zx 是 勤奋 的 ,C(x):x 是 聪明 的 ,H(zx):z 是 有 所 作为 的 ， 


则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 


不 出 


(I Moto DY Gr. 

(2) TRUE 

(3) Co 

(4) jzx(S(x) A C(xz)). 

8. 令 B(x):z 是 果 上 的 书 ,M(x):zx 是 杰作 ,T(x):zx 是 天 才 ,P(zx):z 是 人 ,F(x):z 是 
名 的 ,W(xz,y) :Xx 写 y, 则 所 给 命题 分 别 符 号 化 为 : 

(1) Vz(B(z)—»M(7X)). 

(2) Vr Vy(P(zxz)AM(y)AW(zr,y)>T(zr)). 

(3) jdz jy (P(x)AF(r)AB(y)AW(zr,y)). 

TU 

9. 令 RCz):zr 是 兔子 ,T(z):z 是 乌龟 ,FCz,y):z 比 > 跑 得 快 , 则 所 给 命题 分 别 符号 


化 为 : 


(1) VzVy(CRCz)ATCy) 一 下 (zyy)). 

(2) 了 JJzyy(RCGz) 人 TOy) 一 下 (zyy)). 

(3)  Vzyy(CRCz) ATCOy) 一 上 (zyy)). 

(4) -7 dr dy (R(X)ARG(y)AF(r,y) AF(y,7x)). 


10. 令 G(x):x 是 金 于 ,L(x):z 是 内 光 的 , 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 
Yar) = LY NN VE(L) CC 

习题 4. 3 

2 有 

SC 

dC 1 (27 1. (3) 0 4.0, 

习题 4. 4 

8. (1) 成 立 . (2) 成 立 . 

习题 4.5 

1. (1)(2)(4) 不 是 . (3)(5) 是 . 

2. (1) VzJy(”AGCz)VBGCzy)).(2) dr dyVzCP(r,y)V TQ(z) VR(z)). 

(3) Vr Vy dz(A(x)A 7 B(y,z)).(4) 1. 

3. (1) Vr VyVz((7"A(r)VB(y))A(7TA()VC(z))). 

(2) Vx dyVz(7"A(r)V 7B(z)VC(zr,Yy)). 

(3) Vx dy dzVuVv (TA(r,y,v)V Bl(r,z) VC(r,u,z)). 

(4) Vi Vy dvVzVul( TA(r,y,z)V TB(r,u)V Bly,v)). 

习题 4.6 

3. 对 于 个 体 域 D 上 的 任意 解释 1, 知 Yr(A(zr)V B(x)) 二 0, 推 出 YrA (zx)V 
VrB(xz)=0. 

4. 在 个 体 域 D 上 任意 作 解 释 1I, 若 Yr(A(zx) 悦 B(x)) 二 0, 则 推出 3zA(Cz) 一 
VrB(z)=0. 

5. (1)(2) 均 不 是 永 员 式 . 

6. (1)(2) 不 成 立 . 

习题 $. ] 

2. 答案 如 表 C-2 所 示 . 


表 CC-2 


{ 工 10 委 z 委 10) 


(z| |z|<5) x 


{2x|xXEZ} 


人 
人 
人 
| | Ss | 人 | 二 


ra 令 p:R 一 R,p(Cz) 一 ln ZyVzrECR”， 

8.(R* ，。) 与 CR, 十) 不 可 能 同 构 . 

右 9 是 (R ，。) 与 CR, 十 ) 的 同 构 映 射 , 则 因为 0 是 (R”，。，) 的 乏 元 且 1 是 (R, 十 ) 的 
么 元 ,于 是 9(1)= 二 0. 设 vo( 一 1)=y. 
。258 ， 


一 方面 ,因为 1 天 一 1 且 o 是 双 射 , 则 y 关 0. 

另 一 方面 ,0 一 o(1) 王 po(( 一 1)。( 一 1)) 王 Oo( 一 1) 十 o( 一 1) 一 y 十 y, 于 是 y= 二 0, 这 与 y 天 
0 矛盾 . 故 (R  ，。) 与 CR， 十 ) 不 可 能 同 构 . 

习题 5. 2 

2. 由 于 开 =diag(1,1,…,1)EM,(R) 是 M,(R) 关 于 和 矩阵 的 乘法 运算 。 的 单位 元 素 , 而 
对 于 ” 阶 零 矩 阵 0, 不 存在 任何 AEM,(CR) 满 足 0. 4 一 4。0= 瓦 , 即 )，” 阶 零 矩 阵 0 关于 和 矩阵 
的 乘法 运算 ， 无 逆 元 , 故 (M,(R)，。，) 不 能 构成 群 . 

3. (Zo, 一 {0)}，。 46) 不 是 群 ，(Z, 一 {0}，。,) 是 群 的 充 要 条 件 是 m 是 素数 . 

4. 工 关 于 * 存 在 逆 元 4 一 x. 

6. 对 于 任意 zxEG,z-: 一 工 . 

9. 对 于 任意 XEG, 因 为 (zx!) :一 zz 所 以 和 xxz: 在 群 G 中 是 成 对 出 现 的 . 显然 c。e 一 e， 
即 ee . 如 果 对 于 任意 xX 关 e 均 有 x。Xx 关 e, 即 x 关 x ', 则 |G| 是 奇数 ,与 已 知 矛 盾 . 

10. 首先 证 明 : 对 于 任意 x,y,zEG, 奉 Xx。，y 二 XTX。xz, 则 y= 二 zx. 再 证 明 : e 也 是 (G,。) 的 
右 单位 元 . 最 后 证 明 : x 也 是 xz 的 右 逆 元 . 

11. (1) G 关于 映射 的 复合 运算 。 是 封闭 的 , 且 右 f (x) 二 az 十 b, 则 f(x) = 


二 是 
a a 


12. (1) (x,y)EG 有 道 元 | 二 ,一 之 js c 


习题 $. 3 
4. (R, 十 ,°。) 不 能 构成 环 ,因为 浮 数 的 复合 运算 * 对 函数 的 加 法 运算 十 不 可 分 配 . 
时 省 
a 

9. (zx,0)ER(z 关 0) 和 (0,y)ER(y 关 0) 是 环 (R, 十 ,， 。，) 的 所 有 零 因子 . 

11. (1) 对 于 任意 xER, 考 虑 (xz 十 x)。(z 十 x)， 

(2) 对 于 任意 xER, 考 虑 (Zz 十 y)。(z 十 y). 

(3) 车 (R, 十 ，。) 不 是 含义 元 ,当然 (R, 十 ，。) 不 是 整 环 . 若 (R， 十 ，。) 是 含 么 环 ， 
其 入 元 为 1, 由 于 |R| 放 2, 必 存在 aER,a 关 0,1. 由 于 a*， (a 一 1) 一 a，。a 一 a 二 0, 所 以 a 和 
a 一 1 是 环 (R， 十 , 。) 的 零 因 了 于 ,因此 (R, 十 ，，) 不 是 整 环 . 

14. (1) 一 1 是 及 关于 由 的 单位 元 双 ,一 zZ 一 2 是 过 关于 由 的 逆 元 素 ,0 是 RR 关于 的 单 
位 元 . 

15.。(F, 十 ,。) 守 (Zs ,十 :，。3 ). 

习题 5. 4 

1. (a) 不 是 格 , 虽 然 {a,c} 有 下 界 5 和 4d ,但 {a,c) 无 下 确 界 . 

(b) 是 格 , 因 为 其 任意 两 个 元 系 均 有 上 确 界 以 及 下 确 界 . 

2. 对 于 任意 zx,yEZ- ,有 sup{zyy} 王 Lzy,yj 且 inf{z,y} 王 (zyy). 

3. 因为 2| 一 2 且 一 212, 而 2 关 一 2, 所 以 Z 关 于 整除 关系 | 不 具有 反对 称 性 . 

对 于 任意 zx,yEZ, 有 sup {x,y} 二 max {x,y} 有 Hinf {x,y} 二 min {x,y). 


8. 对 于 任意 0 关 a 十 bi ER,a,b5EQ, 一 了 i€ER. 
a 二 Tb 


4 一 6. 多 次 利用 “下 界 夺 下 确 界 ”. 

7. 对 于 任意 zy,yET, 则 ca 委 z 委 0 上 且 a 三 y 夺 6b, 这 时 ac 委 z。y 委 0 且 ac 委 z 十 y 委 0. 

11. (R, 三 ) 是 链 . 

15. (Di , |) 不 是 有 补 格 ,而 (Dis ,|) 是 有 补 格 . 

17。 (C1) x,. (2) x, (3) x ® XxX»y. (4) y(z 二 

习题 6. 1 

1. 能 得 出 任意 6 个 人 中 有 3 个 人 相互 认识 或 相互 不 认识 的 结论 . 

2. 将 每 个 同学 分 别 作 为 一 个 节点 ,如 果 两 个 人 握 过 一 次 手 就 在 相应 的 两 个 节点 之 间 男 
一 条 无 向 边 ,于 是 得 到 一 个 无 问 图 . 

3. 将 联欢 舞会 上 的 每 个 人 分 别 作为 一 个 布点 , 右 两 个 人 跳 过 一 次 舞 , 则 在 相应 的 两 个 
节点 之 间 男 一 条 无 器 边 , 于 是 得 到 一 个 无 向 图 . 

4. 将 该 组 里 的 一 个 人 看 作 一 个 节点 , 奇 两 个 人 是 朋友 , 则 在 相应 的 两 个 节点 之 间 连 
条 无 癌 边 ,于 是 得 到 一 个 无 回 图 . 

5. 将 3 户 人 家 分 别 看 作 3 个 节点 且 将 3 口 井 分 别 看 作 另 外 3 个 节点 , 若 1 户 人 家 与 
1 口 井 之 间 有 一 条 路 , 则 在 该 户 人 家 与 该 口 井 对 应 的 节点 之 间 连 一 条 无 向 边 , 这 样 就 得 到 一 
个 无 向 图 . 

6. 不 妨 认 为 从 北 尾 到 南岸 , 则 在 北岸 可 能 出 现 的 状态 为 2: 二 16 种 ,其 中 安全 状态 有 下 
面 10 种 : (人 , 狼 , 羊 , 菜 ),( 人 , 狼 , 羊 ),( 人 , 儿 , 菜 ),( 人 , 羊 , 菜 ),( 人 , 羊 ), (名 ),( 菜 )， 
( 羊 ) ,( 狼 ),( 狼 , 菜 ) 

现 将 北岸 的 10 种 安全 状态 看 作 10 个 节点 ,而 渡河 的 过 程 则 是 状态 之 间 的 转移 ,这 样 就 
得 到 一 个 无 癌 图 . 

第 1 种 : (人 , 狼 , 羊 , 菜 ) 一 ( 狼 , 菜 ) 一 (人 , 狼 , 菜 ) 一 ( 狼 ) 一 (人 , 狼 , 羊 ) 一 ( 羊 ) 一 
JE 

第 2 种 : (人 , 狼 , 羊 , 菜 ) 一 ( 狼 , 菜 ) 一 (人 , 狼 ,全 ) 一 ( 菜 ) 一 (人 ，, 半 ,人 菜 ) 一 〈 羊 ) 一 
上 

7. 用 (B,C) 表 示 B,C 两 个 油 桶 的 状态 ,由 于 B=0,1,2,3,4,5 且 C==0,1,2,3, 于 是 所 
有 状态 共 6X4==24 种 . 

现 将 这 24 种 状态 看 作 24 个 节点 ,两 节点 之 间 连 一 条 无 癌 边 当 且 仅 当 这 两 种 状态 可 以 
相互 转换 ,于 是 得 到 一 个 无 问 图 . 

有 两 种 将 油 平 分 的 方案 : 

第 1 种 : (0,0) 一 (0,3) 一 (3,0) 一 (3,3) 一 (5,1) 一 (0,1) 一 (1,0) 一 (1,3) 一 (4,0). 

第 2 种 : (0,0) 一 (5,0) 一 (2,3) 一 (2,0) 一 (0,2) 一 (5,2) 一 (4,3) 一 (4,0). 

9. n(n—1)/2—m. 

习题 6. 2 

2. 4. 

3. () 设 G 是 3- 正 则 (n,m) 图 ,根据 握手 定理 有 3。，n= 二 2m. 由 于 2|12m, 因 此 21n, 即 
n 为 偶数 . 

4. 设 G= 二 (V,E) 是 nn 阶 现 完 图 , 则 其 边 数 为 | 二 n(n 一 1)/2 且 对 于 任意 vEV 有 
deg' (v) 十 deg (ou) 王 2 一 1. 根据 竞赛 图 的 定义 知 : 
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>,，deg+ (u) = > degr (v) =|E|= n(n 1)/2 


vEV vEV 


至 少 有 7 个 节点 ,G 的 度数 序列 为 4, 4, 3, 3, 2, 2, 2, 最 大 度 A(G) 二 4 和 最 小 度 


Bt) = 
9. 必要 性 是 显然 的 . 由 于 3 di 三 0(mod 2), 于 是 d; 为 奇数 的 个 数 是 偶数 . 对 于 任意 
i(1 声 i 二 nn) , 若 4; 二 2k, 则 在 节点 ww 处 作 & 个 环 , 若 4d; 二 2k 十 1, 则 在 节点 v; 处 先 作 个 环 ， 


由 于 4; 为 奇数 的 个 数 是 偶数 ,进而 可 以 配对 用 一 条 无 器 边 连 接 , 这 样 就 得 到 一 个 图 G, 其 度 
数 序列 为 di ,d;，…,d,. 

习题 6. 3 

LS 

2. (5,3) 简 单 无 回 图 的 度数 序列 分 别 为 : (1) 3, 1, 1, 1, 0; (2) 2, 2, 2, 0,0; 
ros 2 1 ,1.00 (0, 1 1 1, 

3. (4,3) 简 单 图 的 度数 序列 分 别 为 : (1) 3, 1, 1, 1; (2) 3, 2, 1, 0; (3) 2, 2, 1,1. 

5. 观察 (a) 和 (b) 的 度 为 3 的 节点 ,与 其 邻接 的 节点 都 有 3 个 ,这 3 个 节点 在 (Ca) 中 只 有 
1 个 节点 度数 为 2, 但 在 (b) 中 有 2 个 节点 度数 为 2, 所 以 (a) 与 (b) 不 同 构 . 

6. 观察 每 个 节点 的 出 度 和 入 度 . 

8. 分 别 考 虑 所 有 3 阶 不 同 构 的 简单 无 回 图 即 可 . 

习题 6.4 

1. 在 (a) 中 包含 所 有 边 的 轨迹 为 : 2345215 ,在 (b) 中 包含 所 有 边 的 轨迹 为 : 126534523614. 


n n—2 i 一 2 
2. (1) >) Css 广 (L 一 D1 (2) >) Crs il (3) >) Ci ,让 十 1 
1=3 i 一 1 i 一 1 


3. (1) (a) ABCF; (b) ABCEF; (c) ABEF; (d) ABECPF; (e) ADEF; 
({) ADECF; (g) ADEBCF. 
(2) (a) ABCF; (b) ABCEF; (c) ABEF; (d) ABECF; (e) ADEF; ({) ADECF:; 
(g) ADEBCF; (h) ADEBCEF.. 

(3) d(A,F)=3. 

4. (1) vi 到 vw 长 度 为 1 和 2 的 路 : 没有 .vi 到 vw 长 度 为 3 的 路 一 条 : mvuzvsv. 

(2) vi 到 wi 长度 为 1 的 回路 一 条 : vivi. vi 到 wi 长度 为 2 的 回路 一 条 : vivivi. vi 到 
vi 长 度 为 3 的 回路 两 条 : vivivivi ;viv v3vi. 

(3) 图 中 长 度 为 3 的 路 共有 30 条 ,其 中 有 4 条 回路 . 

5. 显然 ,在 同一 个 图 G 中 任意 两 条 最 长 轨迹 的 长 度 是 相同 的 . 右 图 G 存在 两 条 最 长 轨 
迹 工 ;woui…*us 和 La:vv…w 没有 公共 节点 .因为 G 的 任意 两 个 布点 之 间 都 存在 一 条 路 ， 
必 和 存在 一 条 最 短路 径 从 工 ! 中 节点 wi 到 工 ， 中 布 感 vj. 

(1) 大 ij, 则 轨迹 工 ;vovi…vj;-1v@ Uiuiti"…uUa 的 长 度 大 于 nn. 

(2) 大 i 这 j 则 轨迹 工 ;:wouuiziw…vjvj+r1…v 的 长 度 大 于 nn. 

6. 不 妨 设 &=6 ,对 于 G 中 最 长 轨迹 工 :xw…zo , 右 工 的 长 度 生 &, 由 于 AR=0 且 C 是 简 
单 有 问 图 , 必 存 在 不 在 L 上 的 市 点 wo。 邻接 到 x ,于 是 wox…zw 是 一 条 比 工 长 1 的 轨迹 ， 
矛盾 . 

7. 若 G 中 存在 节点 和 w 有 deg” (u) 二 deg* (v). 因为 G 是 竞赛 图 ,不 妨 设 (u,v) EE 
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FE(C) ,由 于 deg (zx) 一 deg (oo) ,于 是 在 G 中 必 和 存在 一 个 节点 w 使 得 (v,w) EE(G) 而 
(usw)E(G). 由 (4,w) 久 EE(G) 可 得 出 (wu)EE(G), 进 而 uvwu 为 G 的 回路 ,矛盾 . 

8. 对 于 任意 vi EV, 由 于 deg (wi ) 宇 2, 必 存在 v。 EV 使 得 (v,,wv) EEE. 由 于 
deg (vz ) 宇 2, 必 存在 v3 EV 使 得 (vs ,vs)EE. 以 此 类 推 ,得 到 轨迹 …vsvzwvi ,由 于 任意 节点 
vEV 的 入 度 deg”(v) 三 2, 所 以 必 存 在 一 个 圈 . 

设 m 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 下 标 : (1) wv，…vsvzvi 含有 圈 C1; (2) 对 于 任意 有 二 m， 
ve"…vsv2v1 中 部 不 含有 圈 . 现 从 G 中 将 Ci 的 边 全 部 去 掉 ,得 到 一 个 有 回 图 ,在 该 有 回 图 中 每 
节点 的 入 度 均 三 1, 与 前 面 的 讨论 类 似 , 可 得 到 又 一 个 圈 C;. 

习题 6.5 

2. 若 G 不 连通 , 则 G 的 连通 分 支 数 w(G) 三 2. 任 取 G 的 2 个 连通 分 支 C 和 C ,分 别 在 
Cl 和 C; 中 取 市 点 ww 和 ww, 显然 G 至 少 有 (1 十 deg(w)) 十 (1 十 deg(v)) 宇 2 十 26(G) 过 2 十 n 个 
节 思 ,矛盾 . 

3. 假设 G 不 连通 , 则 G 可 以 分 解 成 两 个 不 连通 的 子 图 G， 和 G; ,其 阶 数 分 别 为 n， 和 
nn2. 由 于 n,nw2z 宇 1, 所 以 n,n 三 n 一 1. 又 因为 G 是 人 简单 图 ,于 是 G 和 G, 是 简单 图 ,进而 
Gi 的 边 数 三 mn (mn 一 1)/2 且 Gs 的 边 数 三 ns (ns 一 1)/2. 而 图 G 的 边 数 等 于 Gi 与 Gs 的 边 数 
之 和 . 

4. 由 于 G 不 是 完全 图 , 必 存 在 u,wEV 使 得 {u,w}) 久 EFE. 又 由 于 G 是 连通 的 ,u 可 达 w， 
即 到 w 存在 一 条 路 LL :uvo…w. 对 工 的 长 度 / 归纳 . 

右 /二 2, 即 工 ;wuvw ,结论 成 立 . 

假设 /二 k 时 结论 成 立 , 当 /=k 十 1 时 ,分 两 种 情况 讨论 : 

(1) vw 与 w 邻接 , 令 v 二 vo 结论 成 立 . 

(2) zw 与 w 不 邻接 ,由 于 vo 到 w 存在 一 条 长 度 为 k 的 路 LL 一 {u,vo), 取 4 二 vo ,根据 归 
纳 假 设 知 结论 成 立 . 

5. (1) 对 于 G 中 最 长 的 路 径 L :vovi…v, 其 长 度 为 4, 设 G 中 与 vo 邻接 的 节点 有 pp 个 ， 
因为 6(G) 一 &, 显 然 pk. 由 于 L 是 最 长 路 径 ,于 是 与 w 邻接 的 p 个 节点 必 在 L 上 ,否则 会 
得 出 一 条 比 工 更 长 的 路 径 , 不 可 能 . 而 这 时 显然 有 p 夺 1, 进而 /三 k. 

(2) 硅 G 一 (voyv1,"… ,vp-1}) 不 连通 ,显然 vi ,verti1，… ,vi 在 同一 个 连通 分 文中 , 则 可 选 
取 男 一 个 连通 分 文 C. 令 ww…ua 是 C 中 的 最 长 的 路 径 ,类 似 于 (1) 的 证 明 , 可 以 得 出 C 中 
与 uo 邻接 的 节点 个 数 三 m 且 全 在 xx zw 路 径 上 .由 于 G 是 连通 图 ,G 中 与 C 中 节点 邻接 
的 节点 只 可 能 为 wu ,ui .分 两 种 情况 讨论 : 

Q@ vo 如,… ,v1 中 存在 节点 与 zx 邻接 . 令 阅 是 与 wo 邻接 的 下 标 最 小 的 节点 ， 则 路 径 
oil 的 长 度 为 1 一 i 十 1 十 m. 根据 工 是 最 长 路 人 径 , 知 /一 i 十 1 十 m 三 /， 
于 是 i 宇 m 十 1. 于 是 ww ,… ,v1 中 至 多 有 一 i 个 节点 与 uo 邻接 ,进而 deg(xo) 委 (ER 一 7) 
十 m 三 k 一 1, 与 6(G) 二 矛盾. 

@ wo ;yi1 中 不 存在 节点 与 uo 邻接 ,这 时 与 uo 邻接 的 节点 全 在 C 中 .由 于 6(G)= 
k, 因 此 mx 二 &, 即 w 与 路 径 wowa…u 上 的 其 余 节 点 均 邻 接 . 因为 C 中 必 和 存在 节点 与 vo， 
Vi1 某 节点 不 邻接 ,而 可 达 xoyz zw 中 任意 节点 , 令 wv 是 第 一 个 在 C 中 与 wo， 
al 某 节 点 u; 邻接 而 不 在 wow…u 上 的 节点 ,这 时 路 径 wo wav Vi 
vUUj-1 UoUj+1"…Um 的 长 度 至 少 为 i 十 1 ,矛盾 . 
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6. 每 个 忆 的 等 价 类 是 无 向 图 G 的 连通 分 支 的 节点 集合 . 

7. x(K,)=A(K,)=n—1. 

8. 设 G==(V,E),L:vovi…vl 是 G 的 最 长 路 径 , 这 时 与 vo 以 及 与 vi 邻接 的 节点 均 在 
J 

( 反 证 ) 假 设 1 二 26(G), 设 与 vo 邻接 的 节 反 分 别 为 vi ,vi vi ;而 vi -1 vi-1，"， 
vi,-1 写 vi 不 邻接 , 则 deg(vi) 夺 1 一 p, 于 是 

deg(vo) + deg(v) 过 p+l—p= /< 20(0) 
而 deg(vwo) ,deg(u) 三 8(G) , 即 deg(wvo) 十 deg(vi) 宇 26(G) ,矛盾 .于 是 必 存 在 节点 vw 与 v, 邻 
接 且 节点 w+ 与 w 邻接 ,进而 得 到 一 条 长 度 为 1 的 G 的 最 长 路 径 
Ui2 i433 UIUi;""* U1 Uo Ui+1 或 Ui—1 Ui—2""* U1 Uo Ui41 “"“" UIUi®. 
而 路 径 的 起 点 与 终点 邻接 . 

不 妨 设 最 长 路 径 工 : vovi…w 的 起 点 与 终点 邻接 . 由 于 路 径 长 度 为 1 二 26(G), 而 
IV| 宝 26(G), 必 存在 一 个 节点 不 在 L 上 .因为 G 是 连通 图 ,不 妨 设 与 L 上 的 节点 wv; 邻 
接 , 则 路 径 

A shai De Wiha t/a | 
的 长 度 为 ?十 1, 矛 盾 . 

9. 任意 删除 G 的 & 一 1 个 节点 得 到 图 G ,这 时 G 的 阶 数 为 n = 二 =n 一 & 十 1, 而 6(G' ) 之 
(7 十 & 一 1)7/2 一 (R 一 1) 王 (2 一 A 十 1)/2 王 /2 ,由 第 2 题 知 G 是 连通 的 , 故 xk(G) 宇 k. 

10. 6(G)2m/n. 

12. (之)( 反 证 ) 奉 存在 多 关 WCV ,而 不 存在 G 中 起 点 在 WW, 终 点 在 V 一 W 的 边 ,显然 
W 中 布点 不 可 达 V 一 W 中 节点 ,这 与 G 是 强 连 通 图 条 件 予 盾 . 

( 寺 ) 对 于 任意 u,v€EV, 由 于 G 的 边 连通 度 至 少 为 1, 因 此 到 V 一 {4) 中 节点 wi 有 边 ， 
即 (w,ww)EE. 对 于 W={uyt), 必 存在 节点 us EV 一 W 使 得 (u,us)EE 或 (ui ,us)EE, 于 
是 总 存在 从 到 ws 的 路 . 继续 这 个 过 程 ,一 定 存在 从 到 w 的 路 . 

由 于 w,vEV 的 任意 性 知 ,G 是 强 连 通 图 . 


习题 6.6 
] 1 0 ] 1 1 
1. (a) se 0 中 PCCi) 一 |1 1 | 
0 2 0 ] 1 1 
] 1 0 ] 1 0 
(b) es 0 0|， P(G;)=|I0 1 0 
0 2 0 0 1 1 


-A 从 U3 到 了 2 长 度 为 4 的 路 有 2 条 ,分 别 为 U3 U1 U4 U3 U2 和 U3 U2 U4 U3 U2. 
(2) G 中 长 度 为 3 的 路 共有 26 条 ,其 中 有 6 条 回路 . 
(3) G 是 临 连通 图 . 


1 2 1 0 
0 0 1 0 

3. (1) 图 G 的 邻接 和 矩阵 4 . 
和 4 
0 0 1 0 
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(2) G 中 到 ww 的 长 度 为 4 的 路 有 4 条, 分别 为 vieivieiviesvsesvs，viervsee vervsee vs， 
V1C1 U1C2 U2C5 U3C6 V4» V1C1 VIC3 U2 C5 U3C6 Us. 

(3) G 中 vw 到 wi 的 长 度 为 3 的 回路 有 1 条, 它 是 vieivieivieivi. 

(4) G 中 长 度 为 4 的 路 共有 16 条 ,其 中 有 3 条 回路 . 

(5) G 中 长 度 4 的 路 共有 46 条 ,G 中 长 度 三 4 的 回路 有 8 条 . 

(6) G 是 单 问 连通 图 . 


0 0 0 1 0 1 | 0 0 
-A a | 
4. M(G ) 一 M(G, ,= 
0 1 1 0 1 1 0 一 ] ] 0 ] 
0 0 0 1 1 0 0 0 yy 一 1 = 
习题 6.7 


2. v4 到 mm,vy,zvs 的 不 存在 路 径 , v， 到 vs, wv,v 的 最 短路 径 分 别 为 vwvs， 
Ua Us Ug U4 Us Ue U7. 

3. 从 到 ww 的 最 短路 人 径 只 有 一 条 udecfhv ,其 权 为 9. 

习题 7.1 

3. 图 7-3(a) 可 以 .图 7-3(b) 不 可 以 . 

4. (1) 4 笔 可 以 画 出 : aei,kgc,badcbfjilkj,dhefghl. (2) 两 笔 可 以 画 出 : eabiadhg， 
fecydcbfeh. 

7. 先 利用 迪 杰 斯 特 拉 (Dijkstra) 算 法 求 出 vi 到 vs 的 最 短路 径 为 vivsvsvsve ,再 将 该 路 
径 所 经 过 的 边 重 复 一 次 即 可 . 

8. 先 利 用 迪 杰 斯 特 拉 (Dikstra) 算 法 求 出 B 到 FE 的 最 短路 径 为 BGE, 其 权 为 28, 再 将 该 
路 径 所 经 过 的 边 重 复 一 次 即 可 ,于 是 从 邮局 C 出 发 的 一 条 欧 拉 回路 为 CBGEGBAFDACDEC， 
其 权 为 281. 

10. 对 & 归纳 . 当 &=1 时 ,G 恰 仿 两 个 度数 为 奇数 的 节点 ,由 定理 7-3 知 结论 成 立 . 

假定 过 & 时 成 立 , 当 连通 图 有 2(k 十 1) 个 奇数 节点 时 , 任 童 取 wmvwcEV, 由 于 C 连 通 , 必 
存在 从 vi 到 vs 的 路 径 工 ,从 G 中 删除 路 径 L 中 的 所 有 边 , 得 连通 分 文 G1 ,Gs,，…， 
C; (7 全 1). 大 存在 方 点 度数 全 为 偶数 的 连通 分 文 ,根据 欧 拉 定理 ,该 连通 分 文中 存在 欧 拉 
回路 ,该 欧 拉 回 路 与 路 径 工 一 起 构成 一 条 轨迹 . 因此 不 妨 设 连通 分 文 G1 ,Gs，…,G, (1 三 s 夺 7) 中 
有 度数 为 奇数 的 节点 ,根据 握手 定理 各 ,度数 为 奇数 的 节点 个 数 为 偶数 2ki; (i 二 1,2,…,s). 


由 于 vi 和 vw 的 度数 为 可 数 ,因此 3 k; 二 上 ,进而 有 ;三 k. 根据 归纳 假设 知 , 对 于 连通 分 文 


Gi(i=1,2,° 5) ,Gn 中 存在 k; 条 轨迹 ,它们 包含 了 G; 中 的 所 有 边 . 本 是 中 存在 > k; 十 1 二 


k 十 1 条 轨迹 ,它们 包含 了 G 中 的 所 有 边 . 
习题 7. 2 
1. 图 7-14 所 示 的 两 个 (a)、(b) 均 是 哈密 尔 顿 图 . 
3. (1) 彼得 条 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . (2) 可 添加 节点 4 与 1 之 间 的 一 条 边 , 得 到 一 个 哈密 
尔 顿 图 . (3) 不 能 . (4) 是 . 
5. 可 以 . 将 立方 体 投影 在 平面 上 . 
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6. (1) 对 于 G 中 任意 两 个 不 相 邻 的 节点 ww 和 vw, 有 deg(w) 十 deg(v) 宇 n. (2) 不 一 定 . 

7. 对 于 任意 不 相 邻 的 节点 u,vEV ,考虑 任意 节点 wEV 一 u,v). 根据 已 知 条 件 ,w 与 
w 或 与 w 邻接 . 又 因为 u 与 v 不 邻接 ,因此 4 与 w 且 wv 与 w 邻接 .根据 w 的 任意 性 有 
deg(u) ,deg(v) 宇 n 一 2, 于 是 deg(w) 十 deg(v) 宇 2(n 一 2). 由 于 n 宇 4, 所 以 2(n 一 2) 宇 n, 于 是 
deg(u) + deg(v) 宇 n. 


8. K, 中 有 (mn 一 D1! 条 不 同 的 哈密 尔 顿 回路 . 


10. 哈密 尔 顿 回路 在 节点 ,7j,l 处 各 只 有 两 条 边 经 过 ,于 是 分 别 有 3 条 边 不 能 行 遍 , 共 
有 9 条 边 . 哈密 尔 顿 回路 在 节点 acye 处 也 各 只 有 两 条 边 经 过 ,各 有 1 条 边 不 能 行 届 ,共有 
3 条 边 . 在 节点 p 处 也 只 有 两 条 边 供 行 站 . 于 是 可 供 行 表 的 边 夺 27 一 (9 十 3 十 1) 三 14, 故 所 给 
的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

11. 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 为 vivvsv2vi. 


习题 7. 3 

1. 所 有 不 同 构 的 5 阶 ,6 阶 无 回 树 分 别 有 3 棵 和 6 标 . 
2. (1) G 有 14 个 市 扣 . 

3 叶 节 点 的 个 数 zx 一 za 十 2 十 … 十 (R 一 2)777 十 2. 


5. 设 G 是 n 阶 无 回 树 , 它 有 xxz 刻 树 叶 . 夺 x 二 k, 由 于 G 至 少 有 一 个 节点 的 度数 大 于 等 
于 &, 则 G 的 其 余 2 一 zz 一 1 个 节点 度数 均 大 于 等 于 2. 根据 握手 定理 ,有 


2(n—1) = > deg(v;) 宇 2(n 一 + 一 1) 十 k 十 工 


由 此 可 得 出 x 三 &, 这 与 x 二 矛盾 . 所 以 G 至 少 有 有 片 树叶 . 
6. 设 G 是 nn 阶 无 癌 树 , 它 恰 有 两 片 树叶 ,于 是 其 余 2 一 2 个 节点 myu ,ww 中 的 每 
个 节点 至 少 为 2 度 . 根据 握手 定理 ,有 


2(n—1) 一 2 十 5) deg (wv;) 


因此 对 于 任意 i(i 二 1,2,…,n 一 2), 有 deg(v; ) =2. 这 时 ， G 中 存在 一 条 从 一 个 叶 节 点 到 另 一 
个 叶 节 点 的 欧 拉 轨迹 , 且 该 轨迹 是 一 条 路 径 . 

7. 图 8-4(a) 和 图 8-4(b) 所 示 的 两 个 图 ,所 有 不 同 构 的 生成 树 分 别 有 3 棵 和 两 棵 . 

8. K。 中 所 有 不 同 构 的 生成 树 共 5 标 . 

9. 最 小 生成 树 的 权 为 16. 

10. (2) 对 于 nn 归纳. 当 ?2 一 2 时 ,显然 成 立 .假设 n 一 1 时 结论 成 立 , 对 于 ?个 正 整数 


(7 之 2)qQi ,dd ,因为 为。 d; 二 2(n 一 1) ,所 以 必 存 在 一 个 正 整 数 为 1 ,不 妨 设 d, 二 1, 同 时 


必 存 在 一 个 大 于 等 于 2 的 正 整数 ,不 妨 设 为 d,-1. 考虑 nn 一 1 个 正 整 数 di,d;,…,d,-， 
d,_ 1 一 1, 由 于 wd 十 心 十 … 十 d 十 (dd 一 1) 王 2L(2 一 1) 一 1] ,根据 归纳 假设 知 , 存 在 一 棵 
n 一 1 阶 无 向 树 ,其 节点 度数 分 别 为 di1 ,ds;，…,d,-s,d,-1 一 1. 在 该 树 的 基础 上 ,增加 一 个 与 度 
数 为 d,_1 一 1 节点 邻接 的 1 度 节点 ,所 得 到 的 阶 无 向 树 , 其 节点 度数 分 别 为 di ,d;，…,d，. 

习题 7.4 

2. 所 有 不 同 构 的 4 阶 根 树 及 5 阶 根 树 分 别 有 4 棵 和 9 棵 . 

4. (a)、(b) 不 同 构 的 是 根 树 的 生成 子 图 分 别 有 1 棵 和 3 棵 . 


10. 显然 A 和 As 的 各 符号 串 互 不 为 前 级 ,因此 A, 和 A, 是 前 缓 码 . 在 A: 中 1 既是 11 的 
前 级 ,又 是 101 的 前 级 ,所 以 A; 不 是 前 级 人 码 . 

习题 7.5 

2. (1) 硅 G 不 是 连通 图 , 则 G 至 少 有 两 个 连通 分 文 . 设 C 和 C* 是 G 的 两 个 连通 分 文 ， 
在 C 和 C 中 各 取 一 个 节点 和 w, 于 是 在 G 添加 一 条 边 ww 所 得 到 的 图 G 十 uv 仍 是 平面 
图 ,这 与 G 是 极 大 平面 图 相交 导 ,于 是 G 是 连通 图 . 

(2) 由 于 极 大 平面 图 是 简单 图 ,于 是 G 的 每 个 面 至 少 3 条 边 围 成 . 假设 存在 G 的 1 个 面 
R 至 少 由 4 条 边 围 成 ,其 面 的 边界 为 vjvvava…oi. 奉 如 与 vs 在 G 中 不 邻接 , 则 在 R 内 添 
加 边 viwvs ,所 得 到 的 图 仍 为 平面 图 ,与 已 知 了 矛盾 .于 是 wv 与 v 在 G 中 邻接 且 边 vivs 在 R 的 
外 部 . 同样 v 与 ww 在 G 中 也 邻接 且 边 vv 也 在 R 的 外 部 .因此 得 到 两 条 边 ws 和 vv , 它 
们 相交 于 的 外 部 ,这 与 G 是 平面 图 相 巴 盾 . 故 G 的 每 个 面 都 是 三 角形 . 

3. 不 妨 设 G 的 阶 数 n 三 3, 否 则 结论 是 显然 的 . 根据 推论 1 知 ,m 夺 3n 一 6. 奢 G 的 任意 方 
点 v 的 度数 均 有 deg(v) 三 4, 由 握手 定理 知 

2m = >， deg(v) 之 5n 


于 是 n 过 二 m, 进 而 m<3n—6<3X sm-—6. 因此 区 三 30 ,与 已 知 了 矛盾 .所 以 问题 得 证 . 
4. ( 反 证 ) 假 设 G 和 G 都 是 平面 图 , 则 根据 推论 1 知 G 和 G 的 边 数 均 小 于 等 于 3n 一 6， 
其 中 是 G 或 G 的 节点 数 . 由 于 G 和 G 的 边 数 之 和 为 K， 的 边 数 二 n(n 一 1) ,于 是 地 n(n 一 


1) 志 2(3n 一 6), 即 x 一 13n 十 24 三 0, 由 此 可 得 nn 二 11, 了 矛盾 . 故 G 或 G 不 是 平面 图 . 

5. 〈 反 证 ) 假 设 彼得 条 图 G 是 平面 图 ,由 于 G 是 连通 图 ,根据 欧 拉 公 式 ,G 的 面 数 为 m 一 
n 十 2. 因为 的 每 个 面 至 少 由 5 条 边 围 成 ,但 每 一 条 边 是 两 个 面 的 边界 ,于 是 5(m 一 n 十 2)/2 二 
mm, 所 以 3m 一 5n 十 10 二 0. 因为 彼得 条 图 G 有 x 二 15,n= 二 10, 于 是 3，15 一 5。10 十 10= 二 5 二 
0, 显 然 不 可 能 .因此 彼得 条 图 是 非 平 面 图 . 

6.( 反 证 ) 设 G 是 (n, 2) 图 ,这 里 和 思 三 7. 根 据 推 论 1 知 ,m 三 3n 一 6, 即 7 三 3n 一 6, 于 是 


3n 宇 13. 根据 握手 定理 ,有 2X7= 》) deg(v) 宇 3n, 即 3n 志 14. 


9. 由 定理 7-11 知 ,任何 简单 平面 图 必 存 在 一 个 度数 小 于 等 于 5 的 节点 .不 妨 假设 CG 是 
连通 的 ,否则 G 至 少 两 个 连通 分 文 , 石 存在 一 个 连通 分 文 其 市 点 个 数 大 于 等 于 3 或 每 个 连通 
分 文 的 节点 个 数 均 小 于 等 于 2 结论 均 成 立 . 当 n 三 3 时 , 奢 恰 有 两 个 节点 度数 小 于 年 于 5, 则 
其 余 n 一 2 个 节点 的 度数 均 大 于 等 于 6, 于 是 >,， deg(v) 宇 6(n 一 2) 十 2. 根 据 定理 7-11 的 


推论 1 可 知 m 三 3n 一 6, 由 握手 定理 有 》) deg(v) = 2m 过 2(3n 一 6). 了 矛盾 . 


12. 根据 欧 拉 公式 知 , 面 数 r= 二 m 一 n 十 2 二 12 一 6 十 2 二 8. 由 于 每 条 边 恰 为 两 个 面 的 边 
界 , 因 此 围 所 有 面 的 边 数 之 和 为 2X12 王 24. 又 由 于 简单 平面 图 的 每 个 面 至 少 3 条 边 围 成 ， 
所 以 围 每 个 面 所 需 的 边 数 恰 为 3. 
13. 平面 图 G 的 对 个 图 G* 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 的 每 个 面 均 由 偶数 条 边 围 成 . 
14. G 的 对 偶 图 G* 不 是 欧 拉 图 ,因为 G* 中 无 限 面 所 在 节点 的 度数 为 奇数 7.G* 也 不 是 
哈密 尔 顿 图 ,因为 G” 中 无 限 面 所 在 节点 为 制 点 . 
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15. 考虑 平面 图 G 的 对 偶 图 G* ,由 已 知 条 件 知 G* 是 无 问 完 全 图 K,. 由 于 G” 是 平面 
图 ,而 天, 为 平面 图 时 ,> 的 最 大 值 为 4. 

16. 由 于 极 大 平面 图 的 每 个 面 都 是 三 角形 ,因此 G* 的 每 个 市 点 的 度数 为 3, 所 以 G* 是 
3- 正 则 图 .在 G* 中 任意 删除 一 条 边 e* = 二 wu* wv” , 则 w* 和 w* 所 在 的 两 个 面 是 相 邻 的 . 由 于 
G” 的 每 个 面部 是 三 角形 ,于 是 G* 中 删除 e 后 仍 存 在 一 条 从 uw” 到 w* 的 路 ,因此 仍 是 连通 
的 , 故 G* 的 边 连通 度 A(G* ) 宇 2. 

17. (1) 根据 欧 拉 公式 ,有 r= 二 mm 一 nn 十 2. 当 n 宇 3 时 有 mm 三 3n 一 6, 于 是 rr 三 (3n 一 6) 一 
n 十 2 二 2n 一 4. 

(2)( 反 证 ) 设 G 中 至 多 含 5 个 节点 的 度数 小 于 等 于 5, 则 其 余 2 一 5 个 节点 的 度数 均 大 
于 等 于 6. 由 于 6(G) 王 4, 根 据 握手 定理 ,有 

5X4+6n—5) < > deg(v) = 2m < 2(3n— 6) 


于 是 6n 一 10 志 6n 一 12, 这 是 不 可 能 的 . 
18. 不 妨 设 G 是 连通 图 . 根据 欧 拉 公式 ,有 r+ =m 一 nn 十 2. 由 握手 定理 知 3n 过 
> deg(v) 二 2m, 进 而 一 nn 宇 一 2/3m. 由 于 rr 二 12, 因 此 


m—2/3m 二 2 三 m 一 n 十 2 三 12 
于 是 m 二 30.， 

奇 G 的 每 个 面 至 少 由 5 条 边 围 成 , 则 5r 三 2m, 进 而 7r 三 2/5m, 于 是 2 一 2/3m 十 2 三 r= 二 
m 一 n 十 2 三 2/5m, 因 此 m2 三 30 ,矛盾 . 

(2) 正 十 二 面体 图 G( 参 见 图 7-9). 

习题 7.6 

1. 因为 G 中 不 含有 桥 ,任何 一 条 边 都 是 两 个 不 同 面 的 边界 . 对 于 任意 G 的 节点 ,由 于 
G 的 面色 数 为 2, 于 是 deg(v) 为 偶数 .根据 欧 拉 定理 知 G 是 欧 拉 图 . 

3. 图 7-50(a) 中 各 节点 厦 色 数 和 边 春 色 数 均 为 3; 图 7-50(b) 中 各 布点 着 色 数 和 边 着 
色 数 均 为 4. 

5. 由 于 《CC) 王 A, 设 网 C 用 1,2,…,& 种 颜色 对 节点 看 色 , 且 分 别 涂 上 这 种 颜色 的 
节点 集合 分 别 为 VV,… ,Vi, 则 对 于 任意 i 关 j,V; 与 V; 之 间 至 少 存 在 一 条 边 ,否则 可 以 
给 V; 和 V; 中 的 市 点 深 上 同一 种 颜色 ,这 与 已 知 X(G)= 二 & 矛盾 . 于 是 G 至少 有 
k(k 一 1)/2 条 边 . 

6. 〈 反 证 ) 若 存在 节点 w EV 的 度数 deg (wu) 三 k 一 2, 由 于 X(G)==&, 因 此 X(G 一 u) 牵 
k 一 1. 由 于 deg(ww) 三 k 一 2, 对 G 中 与 邻接 的 节点 至 多 用 一 2 种 颜色 看 色 ,k 一 1 种 颜色 至 
少 还 有 一 种 普 色 未 用 ,就 用 这 种 颜色 对 节点 u 涂 色 , 其 他 节点 着 色 与 G 一 v 相同 ,于 是 得 出 
X(G) 三 k 一 1, 与 已 知 了 矛盾 . 故 G 的 最 小 度 6(G) 宇 k 一 1. 

7. 图 G 的 节点 着 色 是 一 张 考试 安排 表 ,节点 着 色 需 要 的 颜色 种 数 表示 不 同 考试 时 间 的 
次 数 .X(G) 表 示 安 排 考 试 时 间 的 最 少 次 数 . 

习题 7.7 

1. 图 7-53(a) 为 彼得 森 图 ,因此 它 不 是 二 部 图 ,因为 存在 一 个 长 度 为 5 的 圈 abcdea. 

图 7-53(b) 所 示 的 图 是 二 部 图 ,其 互补 市 点 集 为 Vi 二 la,d,f,h} 和 Vs 二 (b,c,e,g}. 
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2. 将 6 人 作为 节点 aocyd,e, 丰 ,各 两 人 至 少 会 同一 种 语言 则 相应 的 两 节点 邻接 ,得 到 
一 个 二 部 图 G, 其 互补 节点 集 为 Vi 二 {a,e,f} 和 Vs, 二 {b,c,d)}. 

3. 存在 完美 匹配 M: {Zhang, English}, {Wang, Chinese}, {Li, Math},，{Zhao， 
Chemistry}, ‘(Sun, Computer}, {Zhou, Physics}. 


6. 证 (二 ) 设 G 是 二 部 图 ,其 互补 市 点 集合 为 Vi 和 VV,, 将 Vi 中 的 市 点 涂 一 种 闫 色 ， 
而 将 ,中 的 节点 涂 另 一 种 颜色 , 则 相 邻 的 节点 出 现 不 同 的 颜色 . 考虑 到 V， 和 V, 可 能 无 节 


点 相 邻 ,所 以 XCG) 委 2. 
(<) 设 XCG) 科 2, 丰 4CG) 王 1, 则 由 于 G 的 阶 数 大 于 等 于 2, 所 以 G 是 零 图 ,显然 G 是 二 


部 图 .名 4(G) 王 2, 即 用 两 种 颜色 即 可 对 G 的 节点 着 色 , 令 着 第 一 种 颜色 的 节点 组 成 的 集合 
为 Vi ,着 第 二 种 颜色 的 节点 组 成 的 集合 为 Vs ,于 是 对 于 任意 边 eE 一 TV， 由 于 Ul 和 U2 春色 


不 同 , 所 以 它们 分 别 属于 不 同 的 集合 Vi 和 , 即 V 和 V, 是 图 G 的 互补 节点 集合 , 故 G 是 
二 部 图 . 

7. 假设 无 向 树 G 有 两 个 不 同 的 完美 匹配 Mi 和 Mj; ,考虑 Mi 中 M: .由 于 Mi 天 M, ,所 以 
必 存 在 Mi 中 M: 的 一 个 连通 分 支 , 其 每 个 节点 的 度数 为 2, 进而 在 M 由 M:, 存在 圈 , 这 与 
G 是 无 问 树 条 件 巴 盾 . 故 无 向 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 

8. 对 于 任意 WCV, 令 G 一 W 的 所 有 含 奇 数 个 节点 的 连通 分 文 分 别 为 Gil,Cs ,，…,G， 
对 于 任意 1 三 i 三 p, 记 9; 为 G; 与 友之 间 相 连 的 边 数 . 因为 G 是 & 正则 图 ,于 是 有 g;== 


>，deg(u 一 2 | E(G) |=&|V(G;) | 一 2 | E(G;) |, 即 与 &k 有 相同 的 奇偶 性 (1 过 i 过 p). 


vE V(G, ) 


又 因为 G 是 & 一 1 边 连 通 的 ,所 以 g; 宇 k(1i 夺 pp). 于 是 


p< < 元 deg(v) =|W | 


by 


特别 地 , 当 W= 多 时 ,由 于 n 是 偶数 ,这 时 p 二 0 二 1|W|, 上 式 仍 成 立 . 根据 Tutte 定理 知 ， 
G 存在 完美 匹配 . 
习题 8.1 
1. 7 种 . 
. 21168 个 . 
【7 一 2 一 1 个 ， 
. 2880 种 . 
. 455 个 . 
习题 8. 2 
2. 12 种 选 球 方式 ,其 中 包含 1 种 每 个 球 都 不 选 的 方式 . 
3 ， ee r 为 偶数 


oN 


0， rr 为 奇数 
4. 38. 


习题 8.3 
1. 初始 条 件 为 al = 二 1,as 二 2. 递归 关系 为 ws 一 0 1 十 (2 之 3). 
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nO—1 

2. 初始 条 件 为 al = 1,as = 1. 递归 关系 为 a, = >)aka xz 二 3). 
k=1 

初始 条 件 为 Wo =0 ,ya 一 1,as 一 ] ,as 一 1. 递归 关系 为 CC 一 Cu) 一 2 十 20 aan 


号 ， 
4. nnl. 
5D. a, 二 V9X2"C—1. 
6, a, = 二 7 一 nn 十 2. 
e (= 
7 = e。 一 二 一 一 一 . 
- 2 Cn—k)! 
8. a =2(3"—2"). 
9. 4a, 一 = 二 (42 一 2972 十 77 )( 一 1)" 十 也 2 二 
,一 和 41, 43-，。 
10. a 十 nn 3 2" T3573 


11. a 
12. fl(n)=n(c+bln n). 
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为 更 好 地 服务 于 教学 , 本 书 配套 提供 智能 化 的 数字 教学 平台 
一 一 入学 姑 ( www.izhixue.cn ) ,使 用 清华 大 学 出 人 版 社 教材 的 师 生 
可 以 在 全 球 领先 的 教学 平台 上 顺利 开展 教学 活动 。 
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@ ”通过 学 科 知识 点 体系 有 机 整合 的 碎片 化 的 多 媒体 教学 资源 一 教学 内 容 创新 ; 

9 可 夯 重 点 、 做 标注 、 跨 终端 无 颖 切换 的 新 一 代 电子 教材 一 深度 学 习 模式 ; 

@。 学 生 学 习 情况 的 自动 统计 分 析 数据 一 个 性 化 教学 ; 

9 作业 和 习题 的 自动 组 卷 和 自动 评判 一 减轻 教学 负担 ; 

@ 课程、 学科 论坛 上 的 答疑 讨论 功能 一 教学 互动 

@ ”群发 通知 、 催 交 作 业 、 调 整 作业 时 间 、 查 看 作业 详情 、 发 布 学 生 答案 等 课程 管理 功能 
一 一 课程 实践 


过 SE i Ee" fF 
i en ns, _ 一- rr 
A nl ee 一 一 小 所 ML 

划 有 一 全 扩 = mn 


全 方便 快捷 的 课程 复习 功能 一 一 及 时 巩固 所 学 知识 ， 

人 个 性 化 的 学 习 数据 统计 分 析 和 激励 机 制 一 一 精准 的 自我 评估 ， 

时 ”智能 题库 和 详细 的 习题 解答 一 一 个 性 化 学 习 的 全 过 程 在 线 辅导 ， 

全” 收藏 习题 功能 ( 错 题 本 ) 、 在 线 笔记 和 男 重点 等 功能 一 一 高 效 的 考 前 复习 。 


@ 建立 属于 我 的 在 线 课 程 ! 


1， 注 册 教师 账号 并 登录 
2， 搜 索 教材 并 激活 : 输入 本 书 附带 的 教材 序列 号 〈 见 封底 ) 
3， 进 入 我 的 智 学 3 我 的 课程 , 选择 已 经 激活 教材 建立 在 线 课程 SPOC 校 内 课 


或 是 MOOC 公 开课 ) 
@ 加 入 教材 作者 建立 的 MOOC 公 开课 ! 


1， 注册 学 生 账号 并 登录 

2， 搜 索 课程 :在 课程 搜索 框 输入 课程 编号 GLY-A 
3， 激 活 教 材 : 输入 本 书 附 带 的 教材 序列 号 《 见 封 底 ) 
4. 报名 课程 


@ 加 入 任课 教师 建立 的 SPOC 校 内 课 ! 


1. 注册 学 生 账 号 并 登录 

2. 搜索 课程 : 在 读 程 搜索 框 输入 谍 程 编号 〈 谍 程 编号 请 向 您 的 任 读 教 师 索 取 ) 
3. 激活 教材 : 输入 本 书 附带 的 教材 序列 号 〈 见 封底 ) 

4. 报名 课程 : 选择 班级 输入 班级 报名 密码 (报名 密码 请 向 您 的 任课 教师 索取 ) 


建议 浏览 器 : @ Google Chrome e Firefox OO IE 10.0+ 


如 有 疑问 ， 请 联系 service@izhixue.cc 或 加 入 清华 教学 服务 群 213172117。 


